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A vaslti kerékpar kialakitasaval és mozgasaval kapcsolatos vizsgalatok kozel masfél évszazados
multra tekintenek vissza, és napjainkban is jelentds szami az ezzel kapcsolatos Uj eredmény. A
szakirodalomban altalanos gyakorlatnak szamit, hogy a vasuti kerékpart —a merev test modellbdl
vartnal kevesebb — két szabadsagfokd rendszerként irjak le, azonban ennek kimerité magyara-
zata hianyzik az irodalombdl. A tanulmanyban a vasuti kerékpar mozgasegyenleteinek felirasabol
megmutatjuk, hogy linearis esetben bizonyos egyenletek miért nem befolyasoljak a rezgéseket, és
milyen médon magyaréazzak a két szabadsagfokd modell hasznélatét.

A rezgd kerékpar tobbnyire egy meghatarozott, kritikus sebesség elérésekor valik instabilla,
amely sebesség fiigg a kerék, valamint a jarm: paramétereitsl. Célunk megmutatni, hogy milyen
paraméterek valtoztatasaval lehetséges ndvelni a kritikus sebesseget, hogy a stabilitasvesztés ne
kovetkezzen be a jarmi Uzeme alatt. A tanulmanyban vizsgaljuk a kerék kipossaganak és a rugal-
mas felfliggesztés merevségének hatésat.

Kulcsszavak: vasuti kerék, kigydz6 mozgas, stabilitas

Studies on the geometry and motion of railway wheelsets go back nearly a century and a half, and
there are still a significant number of new findings. It is common practice to describe the railway
wheelset as a two degree of freedom system, less than expected from the rigid body model, but an
exhaustive explanation of this is lacking in the literature. In this paper, we form the equations of
motion of the railway wheelset and show why certain equations do not affect the vibrations in the
linear case and how the use of the two degree of freedom model can be explained.

A vibrating wheelset usually becomes unstable when a certain critical speed is reached, which
speed depends on the parameters of the wheel and the vehicle. Our aim is to show how the critical
speed can be increased by varying the parameters so that the loss of stability does not occur dur-
ing the vehicle’s operation. In this paper we investigate the effect of the conicity of the wheels and
stiffhess of the suspension.

Keywords: railway wheelset, hunting motion, stability

hat6 az alabbi formaban 1évé Osszefoglalas. Az egyes
részleteknél az oda vonatkozo forrasokat kiilon jelez-
ziik. A tanulmany 6sszefoglal6 jellegli, a részletes le-

A vasuti jarmiivek gordiilését tengellyel mereven
Osszekapcsolt kerekek, ugynevezett kerékparok biz-
tositjak (1. &bra). A szerelvények palyan maradasa
a kerekek enyhén kupos kialakitdsabol adododan le-
hetséges, azonban ezzel egyiitt jellegzetes rezgések
1épnek fel bizonyos hatarsebesség, kritikus sebesség
elérésekor. A kerékpar mozgasanak megértéséhez
sziikséges mértékben sorra vessziik a vasuti kerékpar
néhany jellegzetességét a szakirodalom segitségével.
A téma egyes részeirdl attekintést adnak az [1-4] for-
rasok, azonban ezekben az irodalmakban nem talal-

vezetések a szerz6 [5] munkajaban olvashatok.

1.1. A kipossag és kovetkezményei

A vasiti kerékpar modellje az 1. abrén lathat6 elol-
nézetben, illetve feliilnézetben. Koordinata-rendszer-
ként Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszert
hasznalunk, amelynek x tengelye a vasuti szerelvény
haladasi iranyaban, az y tengelye a sinekre merdlege-
sen, a haladasi iranybol nézve balra, a z tengely pedig
felfelé mutat.
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1. &bra. A vasuti kerékpar modellje eldl- és fellilnézetben

P~ és P*a két kerék érintkezési pontjat jeldli a si-
nekkel tigy, hogy azy <0 helyen 1év6 kerékre P, azy
> 0 helyen 1évo6 kerékre pedig P* vonatkozik. A tovab-
biakban a mennyiségek felsd indexébe tett ,,— jelolés
mindig az y < 0 oldali, a ,,+” jel6lés pedig mindig az
y > 0 oldali kerékre vonatkozik. Az dbran C jeldli a
kerékpar geometriai kdozéppontjat. A tovabbiakban az

y-nal jelolt elmozdulas alatt a C pont y tengely ira-
nyaba torténd elmozduldsat értjiik. R a kerekek gor-
diilékorének névleges sugarat jelenti (mas néven a
futokorsugar). A P~ és P* pontok, azaz az érintkezési
pontok tavolsagat nevezziik a futokortavolsagnak, ezt
2b-nek vessziik.

A 2. dbran a gorbiilt kerékprofilt szemléltetjiik, pg
a sin, p a kerék gorbiileti sugarat jeloli, a h névleges
kapossag a 0 kupszog tangense, amely tisztan kipos
kerékprofil esetén megfeleld leirast ad. A h tényezd
értéke a szakirodalom alapjan 0,05-0,1 kozotti, azon-
ban nagy sebességii jarmiiveknél ez az érték 0,02—
0,025 kozott mozog [6]. A tapasztalatok alapjan gor-
biilt kerékprofil esetén a kupossagot a kerék, illetve a
sin gorbiileti sugaranak fiiggvényében a

h'=h |2

Px — Ps

Osszefiiggés szerint tudjuk leirni, ahol h" az ugyne-

vezett egyenértékli kiipossag [7]. Latszik a képlet-

bdl, hogy ha a sin gorbiileti sugara elhanyagolhat6 a

kerékéhez képest, akkor az egyenértékii kupossag a

névleges kupossaghoz kozelit. A kopdssal azonban a

gorbiiletek valtozasa miatt az egyenértékli kiipossag
jelentdsen eltérhet a névlegestol.

Fontos kiemelni, hogy a b és R mennyiségek a ke-
rékpar ugynevezett centralis helyzetét jellemzik, ami-
kor nem 1ép fel keresztirany elmozdulas. Ebben az
esetben mindkét kerék sugara megegyezik a névleges
sugarral. Keresztiranyu elmozdulés ese-

(1)

tén a kerekek sinnel érintkez6 sugarai el-
térnek egymastol, és ez az, ami segit pa-
lyéan tartani a vasuti szerelvényt. A kerék
centralis helyzetbdl torténd elmozdulasat
a 3. Abran szemléltetjiik. Lathato, hogy a
P~ pontnal r-, a P* pontnal pedig r* lett a
két kerék tényleges futokorsugara.
Ezeket a mennyiségeket leirhatjuk az

r =f(-y)=R-hy+O%(y),

2. abra. A kerék és a sin gorbleti sugarai [1]

3. abra. A vasuti kerékpar a centralis helyzetbdl valé
elmozdulasa esetén [1]

- . ) )
rr=f(y)=R+hy+O°(y)
osszefiiggésekkel, ahol O*y) a masodfoku, illetve
masodfokunal nagyobb fokszamu, y-tol fiiggd ta-
gokat jeloli. Az r(y) fiiggvény a kerék- és sinprofil
geometriajabol hatarozhaté meg analitikusan, numeri-
kusan, vagy méréssel. A fiiggvény y = 0 koriili Taylor-
soraban a linearis egyiitthatd éppen a h* egyenértékii
kapossag [2]. A két futokor sugarkiilonbségét a

Ar=r-—r"==2hy + O(y) (3)

modon definidljuk. A (2) egyenletekbdl latszik, hogy
a paros hatvanyl tagok megegyez6, mig a paratlan
hatvanyuak ellentétes el6jeliick. Ezért kivonasnal a
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séget  szinuszfutasnak
is nevezik, mivel a ki-
gyoz6 mozgassal bejart
ut szinuszfiiggvénnyel
kozelitheto. Az abran az
az eset szerepel, amikor
a vasuti jarmi egyenle-
tes vV sebességgel halad
a sinen, és az érintkezés
a kerék és a sin kozott

tiszta gordiilésnek te-
kinthetd.
Ekkor a centralis

4. &bra. A vasUti kerékpar kanyarodasa

paros hatvanyu tagok kiesnek, a paratlan hatvanytak
megmaradnak, igy nem szerepel a (3) dsszefliggésben
masodfoku tag.

A 4. &brén a vasuti kerékpar lathatd kanyaro-
das kozben p gorbiileti sugari palyan. A jellegzetes
pontokat bejeldlve lathatd, hogy az OGE haromszdg
hasonl6 az OHF haromszoghoz.

A hasonlosag miatt felirhato6 a

p+b _ p-Db
e
aranypar, amelyet atrendezve az
(rr+rMb="-r)p

egyenletre jutunk. A (2) 0sszefiiggésekbdl adodoan a
két sugar 6sszegét 2R-rel kdzelitjiik, hiszen az OX(Y)
tagok legalabb masodrendben kicsinyek R-hez képest.
A (3) egyenletet felhasznalva és a » = 1/p gorbiiletet
bevezetve az y irdnyu kitérésre az

y = Rba/h’ @)

Osszefiiggést kapjuk. Ez azt jelenti, hogy minél na-
gyobb a palya gorbiilete, annal nagyobb keresztiranyt
kitérés varhato, vagy masképp: adott maximalis y el-
mozdulas ismeretében megadhatd, hogy mekkora az a
legkisebb gorbiileti sugaru palya, amely sziikséges a
kanyarodashoz.

1.2. Kinematikai rezgések

A vasuti kerékpar jellegzetes kigy6zé mozgasat az
5. abra szemlélteti. Mas szOhasznalattal ezt a jelen-

5. 4bra. A vasuti kerékpar kigydz6 mozgasa [1]

helyzett6l valdé perio-
dikus eltéréseket kine-
matikai rezgésnek ne-
vezziik. Az elnevezés — mint azt késébb latni fogjuk
— onnan ered, hogy tiszta gordiilés feltételezésével
pusztan a kinematikai Osszefiiggések segitségével
egyértelmiien leirhaté a mozgas. Ehhez két valtozot
haszndlunk, az y tengely irdnyt elmozdulast, valamint
a z tengely koriili elfordulast, amelyet w-vel jeloliink.

Kis elmozdulasok és elfordulasok esetén érvé-
nyes az

y=vy )

Osszefiiggés. Emellett Klingel [8] mar kordn megal-
lapitotta a kerekek kupossagara vonatkozo szamitdsai

alapjan, hogy a y iddbeli megvaltozasa

V= vi = v_—hy
2bR bR
Ennek érvényességéhez a fentick mellett azt is
feltételezniink kell, hogy a kupossag értéke kicsi. A
Klingel-féle 6sszefiiggésekbdl felirhatd a kinematikai
rezgést leird

(6)

y+w§“y=0 (7)

differencialegyenlet [3], ahol

Oy =y
Kli bR

a Klingel-féle sajatkorfrekvencia. A (7) differenciale-
gyenlet megoldasa y(t) = Asin(wgyt) alaku, ahol A a
rezgés amplitudoja. Igy ez egy allandé amplitudoji,
csillapitatlan rezgés, a centralis helyzet a stabilitas ha-
taran van. A szakirodalom nem ad magyarazatot arra,
hogy a kerékrezgés jellemzéséhez miért elegendd az
(5) és (6) egyenletekkel leirhatd két szabadsagfoku
modell hasznalata.

1.3. KUszas

A vasuti kerék bonyolult alaku, térbeli test, ezért a
modellalkotas szempontjabol ebben az alfejezetben a
kereket egy koronggal helyettesitjiik, s igy a korong
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sikon torténé mozgasat vizsgaljuk. Ha a korong tisz-
tan gordiilne, akkor sebessége V= wR szerint alakulna,
ahol w a korong szdgsebessége, R a sugara. Tapaszta-
lati uton viszont mar Reynolds [9] vizsgalta fémhen-
ger gumiasztalon térténd mozgasat, ahol a henger stly
alatti deformacidja miatt nem csupan egy pontban
érintkezik az asztal sikjaval.

A megfigyelés az volt, hogy a henger mozgasa ha-
sonlit a csuszashoz, a sebesség pedig a V = wR + U
Osszefiiggéssel adhatd meg, ahol v a henger geomet-
riai kozéppontjanak sebessége, U a kuszasi sebesség
(6. abra). A kuszas jelenségét tehat az érintkez0 testek
deformacidja okozza a P érintkezési pont kdrnyeze-
tében. Fémtestek esetén csupén a lokalis, azaz a P pont
kis koérnyezetében fellépd deformacid jelentés. Emi-
att hasznalhatjuk a merev test modellt azzal, hogy a
kuszas hatasat az érintkezési pont latszolagos csusza-
séval, a kliszasi sebességgel vessziik figyelembe.

6. abra. A kiiszasi sebesség értelmezése

A 7. abran latszik, hogy a kuszasi sebesség és a
kontaktpontban ébredd F, kiiszasi erd kozotti kapeso-
lat nagy ktiszasi sebességeknél jol kozelitheté a Cou-
lomb-surlodas modelljével, kis kaszasi sebességeknél
pedig egy linearis fliggvénnyel, amelynek meredeksé-
ge a € kuiszasi tényezo:

F.=-cu. ®)

A szakirodalom jellemzden a ¢ = u/v creepage
(kuszas mértéke, aranya, de a hazai szaknyelvben nem
jelenik meg kiilonbség az angol creep, illetve creep-
age kozott) mennyiséget hasznalja a kuszas leirasara,
amely segitségével a kuszasi er6 F, = —C¢ alakra hoz-

7. abra. A klszasi sebesség és a klszasi erd kapcsolatanak
kozelits jelleggorbéje [1]

hatd, ahol C = cv sebességfiiggetlen kuszasi tényezd.
Ennek a felirasnak az elénye, hogy C csupan a ke-
rekek és a sin érintkezési pontjaban fellépd normal
erdtol, a kerék és a sin anyagétol, valamint a kontakt
geometriatol fligg, igy meghatarozdsa mérések, va-
lamint ismert Osszefiiggések alapjan lehetséges (lasd
példaul [10]).

A vasuti kerékpar az eldbbiek felhasznéldsaval
felirt mozgasegyenleteit szdmos helyen vizsgaltak
(példaul [11-14]). Az egyenletekben kozds, hogy a
merevtestmodellb6l vartnal kevesebb, két szabad-
sagfoku rendszerként veszik figyelembe a kerékpart,
ennek kimeritd indoklasa azonban nem jelenik meg
az irodalmakban. igy a kovetkezSkben a vasuti kerék-
par egyszertsitett modelljét felhasznalva vizsgaljuk a
hidnyz6 szabadsagfokok kérdését.

2. Mozgasegyenletek

Ebben a fejezetben a vastti kerék modelljének bemu-
tatasat kdvetden megadjuk a mozgasat leird6 Newton—
Euler-egyenleteket. Erdekességképpen kitériink a ki-
nematikai rezgés esetére, majd magyarazatot adunk a
két szabadsagi fokt dinamikai rendszerre.

2.1. A vasuti kerék modellje és a geometriai
kényszerek

A tovabbiakban egyetlen vasuti kerékpar vizsgalata-
ra szoritkozunk, amelynek mechanikai modelljét te-
kintve egyszertisitésekkel kell élniink. Eldszor is, a
kerékpart merev testként vessziik figyelembe, azt fel-
tételezziik, hogy a test pontjainak tdvolsdga a mozgas
soran egymashoz képest nem valtozik meg. A sin és
kerék érintkezésénél fellépd deformaciotdl tehat el-
tekintiink, a kontakt hatasat a kaszasi er6vel vessziik
figyelembe. A masodik feltételezés az, hogy a vasuti
szerelvény egyenes vaganyon, egyenletes sebesség-

8. abra. A vaslti kerékpar modellje és az altalanos
koordinatak [1]
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gel mozog. A kanyarodas vonatkozasaira késobb még
kitériink.

Merev testnek térbeli esetben hat szabadsagi foka
van, igy elsé megfontolasbdl a probléma leirdsdhoz
az 8. abran lathato hat altalanos koordinatara van
sziikség. A kerékpar X, Y, illetve z tengelyek iranya-
ba mutaté elmozdulasat x-szel, y-nal, valamint z-vel,
a kerékpar szimmetriatengelye koriili elfordulasat
p-vel, a szimmetriatengelyre merdleges, az X tengely-
lyel parhuzamos tengely koriili elfordulast $-val, a z
tengely koriili elfordulast pedig y-vel jeldljiik. A nem-
lineéris leirashoz sziikséges az elforgatasok sorrend-
jének megadasa az Euler-féle szogek modszerével.
Linearizalt egyenleteknél a forgatasok sorrendjének
nincs jelentdsége.

A sin a kerekekre normadl iranyu geometriai kény-
szerként hat, ez Osszesen két szabadsagi fokot kot le.
Haaz X, y, ¢ és y altalanos koordinatakat tartjuk meg,
akkor linearis kozelitésben z és 3 kifejezhetd [15]
alapjan az el6bbi négy altalanos koordinata segitsé-
gével:

h
(Y. w)= my +O*(Y,p),

2(y,y) =0+ O (Y, ).

Az elfordulés figyelembevételével két jellegzetes
helyvektort adunk meg a P~ és C, valamint a P~ ¢és a
P* pontok kozott:

—bsiny —2bsiny
r,.=|bcosy |, r, .. =| 2bcosy )
r Ar

2.2. Kinematikai leiras

El8szor a test kinematikajat vizsgaljuk. A 9. 4bran je-
161tiik C kozéppont és az érintkezési pontok sebessé-
gét, ez utdbbiak a kuszasi sebességek. Osszefoglalva
ezek a mennyiségek a

X Uy, Uy
ve=|Y| vo=|u | v, =lu | (10)
0 0 0

vektorokkal irhatoak fel, ahol X és y az altalanos
koordinatak derivaltjai. Mivel a test egyenletes sebes-
séggel halad, fenndll az X = v Gsszefliggés.

Tekintsiik ugy, hogy a kerékpar el6szor a z tengely
koril fordul el. Ezutan a kerekek elfordulasa mar a
w-vel elfordult szimmetriatengely koril kovetkezik
be, igy a test szogsebessége

—@siny
®=| ¢gcosy
7

an

alakban adodik.

9. dbra. A kozéppont és az érintkezési pontok sebessége

Az Osszefliggések egyszertisités¢hez érdemes be-
vezetnilink az X és y iranyu kuszésisebesség-kompo-
nensek helyett az

u, —u,
U, =—*—* (12)
2
aszimmetrikus (longitudinalis) kuszasi sebességet, az
U - U, +U, (13)
° 2

szimmetrikus (longitudinalis) kuszasi sebességet, va-

lamint az

= uy +u,
2

lateralis kuszasi sebességatlagot. A merev test modell-

bél adéddan P~ és C, illetve P~ és P pontok kdzotti

(14)

Vo=V, + oxr,,

VF>+ = VP’ + erP’P*

sebességredukcios Osszefliggéseket adhatjuk meg. Az
egyenletekbe (9)—(11) mennyiségeket beirva, alkal-
mazva a (12)—(14) ktszasi sebességeket, és végiil a
kis elmozdulédsok és a haladasi sebességhez képest kis
kuszési sebességek feltételezésével y, w, Uy, Us €s U,
szerint linearizalva a

_ua_v_h*y '—_u_5+1
b Rb 7 R> (15
y=u +yv, X=V

négy egyenletbdl 4ll6 differencidlegyenlet-rendszert
kapjuk. Latszik, hogy a rendszer 4llapota hét valto-
zoval irhato le (a négy altalanos koordinata derivalt-
javal és a harom kuszasi sebességgel), azonban csu-
pan négy egyenletet kaptunk. Igy erre az altalanos
esetre a kinematikai Osszefiiggések nem elegenddk,
figyelembe kell venniink a test dinamik4jat is. Meg-
jegyezziik, hogy a levezetés kozben a keresztiranyu
kuszasi sebességek egymassal megegyezd nagysagu-
nak és irdnyunak adodtak, ez megfelel a szakiroda-
lomban gyakran hasznalt feltételezésnek.

Kuszasmentes esetben a (15) egyenletrendszerben
az U,, Ug és U, kiiszasi sebességek nullak. Az 0sszefiig-
gések a
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*

=y =
R R (16)
V=V, X=V

formara alakultak 4t. Erdemes kiemelni, hogy a
(16) egyenletrendszer elsd és harmadik egyenlete
levélaszthatd az egyenletrendszerrdl, ¢és kiilon
vizsgalhato, periodikus rezgést irnak le. Ezek az
Osszefiiggések megegyeznek a Klingel-féle (5) és (6)
képletekkel (természeten h kipossag esetén). A kine-
matikai rezgés elnevezés onnan ered, hogy az 6ssze-
fliggéseket az erdk figyelembevétele nélkiil, pusztan
a test adott pontjainak sebessége kozotti kapcsolat-
bol vezettiik le.

Ha az egyensulyi helyzetbdl a test nem tér ki, azaz
y és w z€rus, akkor a

_V
7R
X=V

y =0,

B

y=0,
stacionarius, rezgés nélkiili tiszta gordiilés egyenleteit
kapjuk.

2.3. Dinamikai leiras

Ahhoz, hogy az altalanos, kuszast tartalmazo esetet
leirjuk, szlikségiink van tovabbi Osszefliggésekre,
amelyet a test dinamikajabol kapunk meg. A kerékpar
a 10. 4brén lathatdo modon egy merev kerethez kap-
csolodik, 6sszesen négy rugoval. Ezek koziil ketto a

10. &bra. A vasuti kerékpéarra hat6 erdk

kerekek kozéppontjaba van bekdtve, és merdlegesek
a haladasi irdnyra. A masik két rug6 a haladasi irany-
nyal megegyez6 iranyu, a C ponttél d tavolsagra
kapcsolddnak a kerekeket 0sszekotd tengelyhez. A
keresztiranyu rugokban Fy és F/| nagysagu, mig a
longitudinalis rugokban F) és F, nagysagl rugberdk
ébrednek. Ez egy, az irodalomban szokasos lehet6sé-
ge a rugalmas felfliggesztés modellezésének (példaul
[16]). Barmely felfiiggesztés helyettesithetd 0sszesen
két, a C pontban bekotott rugoval: egy K, egyenértékii
merevségl, Yy irdnyl rugdval, valamint egy z tengely
koriil forgato, k,, egyenértékii merevségii torzids ru-
gbval.

Az y iranyl rugoé F, = —ky erdt (az er6 iranya
ellentétes a kitérés iranyaval), a torzids rugd pedig
M, = —k,, w nyomatékot fejt ki, a rugémerevségek tar-
talmazzék a gravitacios merevséget [4] alapjan.

A merev kereket az F, eré vontatja az X tengely
iranyaba. A kerékparra nehézségi erd hat, valamint a
vonat sulyabol szarmazo er6 nyomja, ezek ered6jét a
kerékpar tomegkdzéppontjaba, a C pontban hat6, G
nagysagu erével vessziik figyelembe. A kerekek és a
sin érintkezési pontjaiban ébredd reakciderék normal-
irany komponenseit N~ és N, X iranyt komponenseit

- - + +
ch = _Cxux ’ ch = _Cxux s

az y irdnyt komponenseit
-_ - +_ +
Fcy - Cyuy’ Fcy - Cyuy

jeloli, az x és y iranyu erdk a kaszoerdk (8) alapjan.
A dinamikai 6sszefiiggéseket az

F=ma.,

17
M.=J-e+ox(J ®) (1)

Newon—Euler-egyenletek felirdsaval nyerjiik, ahol F
a testre hato erék ereddje, m a kerékpar tomege, ac a
C pont gyorsulasa, M a C pontra szamitott nyoma-
tékok ereddje, J a kerékpar tehetetlenségi nyomatéki
tenzora, € a test szoggyorsuldsa. A részletes levezetést
mellézve, a (17) egyenleteket egyesitve (15) els6 és
harmadik 0sszefiiggésével a

. u, vh'
y=—t--V,

b Rb

U = v K y+2u e
! Rb m b® m"'"

* * (18)
. { v’h k,,b] vhi' o 2p?
u, =| - +2— |y ——u, -=——cu,,

R J, R I,
SR
u.=-— c.u

s x's
S

egyenletrendszerre jutunk, amely teljeskoriien leirja
a test dinamikajat. Az Osszefliggésekben Jg, a z ten-
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gelyre, J;, a kerékpar szimmetriatengelyére szamitott
tehetetlenségi nyomaték.

A (18) egyenletrendszert tekintve megallapithato,
hogy Uy dinamikaja nem befolyasolja a tobbi valto-
z6t, valamint a tobbi valtozd sem befolyasolja Ug-t.
Igy kiilon vizsgalhaté (18) utolso egyenlete. Ez egy
kozonséges, elsdrendii, homogén, linedris differen-
cialegyenlet, amely 6nmagéban is megoldhato. igy a
szimmetrikus kuszasi sebesség az

Us(t) = Ug(t = 0)-exp {—(2R*J,,) C,t} (19)

Osszefiiggésnek megfeleléen alakul. Lathato, hogy ez
egy exponencialisan lecsengd fliggvény, igy adott ido

o
Rb

l/'/ v 0
Y = vih™ kK,
u, 0 -—
] Rb m
LIa 21 * k b

_vh &P 0

L ‘]SV/

matrixalakra. A (20) egyenlet jobb oldalan allo elsé
matrix a rendszer egylitthatomatrixa. Az egyensulyi
helyzet akkor (aszimptotikusan) stabil, ha az egyiitt-
hatématrix mindegyik sajatértéke negativ valos részii.
A sajatértékek meghatarozdsa negyedfoku egyenlet
megoldasara vezet, viszont mivel konkrét értékiikre
nincs sziikségiink (csupan valos résziik eldjelére), ele-
gend6 a Hurwitz-kritériumot alkalmazni. A levezetés
részleteit mellézve a stabilitasvesztés kritikus sebes-
ségére

(r, 1) ay7, + a7,
(7, +7,) ¢ ~(e -a3)

21)

adodik, ahol

S0
m m

Cb* _ 5 c Vb’
J J

sy sy

7y =2 . Y, =2

normalizalt kuszasi tényezoket,

a; =k,/m, o, =k, /A, (22)

az Yy iranyu, valamint a z tengely koriil forgatd rugdk
sajatkorfrekvenciajat, és

C=h'/bR (23)

normalizalt kipossagot vezettiik be a kifejezés egy-
szerlsitése végett.

A kovetkezékben azt vizsgaljuk, hogy a kupos-
sag, valamint a rugdmerevségek miként befolyasol-
jék a rendszer kritikus sebességét. A kupossag hatasa
egyértelmiien latszik a (21) és (23) Osszefiiggésekbdl,

utan U; nem befolyasolja a jarmii mozgasat. Vissza-
tekintve (13)-ra validalhat6 a szakirodalomban hasz-
nalt feltételezés, miszerint a longitudinalis kuszési
sebességek megegyezd nagysaguak és egymassal el-
lentétes iranytiak. Ezzel belattuk, hogy a jarmii dina-
mikéaja leirhat6 két szabadsagfokl rendszerrel.

3. Stabilitasi jellemzok

A vasuti kerékpar mozgasegyenleteinek ismerete le-
hetdvé teszi a stabilitdsvesztés kritikus sebességé-
re vonatkozé Osszefiiggés felallitasat. Ehhez a (18)
egyenletrendszer els6 négy egyenletét atirjuk a

0 1
b
1 0 4
2 v y (20)
IR 4
* 2 u
_vh 2 )
R 3, "

a ktipossag csokkentésével novelni lehet a kritikus se-
bességet. A szemléltetéshez [13]-bol szarmazo

R=0,43 m, J,, =685 kgm’,
b=0,7456m, C,=89-10°N,
m = 2000 kg, Cy =8,8-10°N

paramétereket hasznaljuk fel. A rugdmerevségeket

k,=2-10°N/m,  k, =15-10°N/m

értékekre megvalasztva a 11. abran lathaté diagram
adodik. Az abran bejeloltiik a stabil és az instabil
tartomanyt, a (21) fliggvény a stabilitas hatarat adja.
Ezen a ponton periodikus rezgések jellemzok. Ha a
jarmii sebességét noveljiikk, és a haladasi sebesség
meghaladja az adott kipossagra vonatkozé kritikus
sebességet, akkor a rezgések amplitidoja idével no-
vekszik, tehat a kitérések egyre nagyobbak lesznek, a
rendszer instabilla valik. Adott kiipossagnal, a kritikus
sebességnél alacsonyabb haladasi sebesség esetén a
rendszer stabil, azaz ha kitéritjiikk az egyensulyi hely-
zetbol, akkor a rezgés idovel csillapodik, a kitérések
csokkennek. A kupossag csokkentésének korlatjat a
(4) Osszefliggésbol lathatjuk. Kanyarodasnal 1étezik
egy olyan maximalis kitérés, amely a sinpalya fizikai
jellemzodibdl adodik, ez pedig egy minimalisan meg-
szabott kupossagot jelent.

A (21) 0Osszefiiggésbol a rugomerevségek hatasa
nem trividlis. Megmutathat6 azonban, hogy a fizikailag
relevans paraméterek esetén a sajatfrekvenciak (tehat
valdjaban (22) alapjan a rugémerevségek) novelése a
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11. bra. A kipossag hatasa a kritikus sebességre

kritikus sebesség novekedését eredményezi. Szemlél-
tetésként esetén a 12. abran lathaté fliggvény adodik.

4. Osszefoglalas

A tanulmanyban a vasuti kerékpar mozgasegyenleteit
irtuk fel a jdrmii kinematikai és dinamikai jellemzdi-
bol. Lattuk, hogy kuszasmentes esetben a kialakulod
rezgéseket pusztdn a kinematikai Osszefiiggések is
leirjak, a kinematikai rezgések fiiggetlenek a kerék

kezdeti helyétdl és szimmetriatengelye koriili elfordu-
lasatol. A dinamikai vizsgalatbol megmutattuk, hogy
a szimmetrikus kiszasok lecsengd jellegliek, nem be-
folyasoljak a mozgast. Emiatt a dinamikai rendszer
két szabadsagi fokkal leirhatd. Meghataroztuk a stabi-
litasvesztés kritikus sebességét leird dsszefiiggést, és
kimutattuk, hogy a kerék kupossaganak csékkentésé-
vel, valamint a felfliggesztések merevségének novelé-
sével lehetséges a kritikus sebesség novelése.

12. abra. A sajatkorfrekvenciak hatasa a kritikus sebességre
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