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*  ESTPHAD (ESTimation of the PHAse Diagram): Egyszerű függvények optimalizált rendszere a likvidusz és a szolidusz 
egyensúlyi hőmérséklet, megoszlási  hányados a likvidusz meredek ségének számítására a  kristályosodási  szoftverben lévő 
egyensúlyi adatokhoz való gyors hozzá féréshez.

 

A cikk termodinamikai egyenletekből származó egyenleteket mutat be a likvidusz- és a szo-
lidusz-hőmérséklet, a likvidusz meredekségének és a kristályosodás szimulációjához szüksé-
ges megoszlási hányados kiszámításához. Az egyenletek állandói könnyen meghatározhatók az 
 ismert diagramok digitalizálásával nyert vagy CALPHAD alapú szoftverrel számított adatokból. 
Az ESTPHAD hierarchikus felépítéssel rendelkezik, a kétalkotós (binér) rendszerek függvénye-
it a háromalkotós (ternér) rendszerek függvényeinek kiszámítására, a háromalkotós rendszerek 
függvényeit a négyalkotós (kvaternér) rendszerek függvényének számításánál  használjuk fel, és 
így tovább. A módszert a Si–Ge izomorf,  az Al–Mg és az Al–Si eutektikus típusú egyensúlyi fá-
zisdiagramok likviduszának és szoliduszának feldolgozásával mutatjuk be. A háromkomponensű 
rendszerek függvényeinek kiszámítására szolgáló módszer alkalmazását a II. részben fogjuk is-
mertetni. Ennek a módszernek az az előnye, hogy a függvények egyszerűek, az állandók nagyon 
gyorsan meghatározhatók, és nagyon könnyen beépíthetők a szimulációs szoftverbe. A legjelentő-
sebb előnye, hogy a számítási idő minimum három nagyságrenddel rövidebb, mint a CALPHAD 
típusú számításé.
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Jelölések
G : az ötvözet szabad energiája
GA, GB, …, GN : A, B szabad entalpiája, N elem
GA

l ,  GB
l , …, GN

l  : A, B, …, N elem szabad energiája az 
olvadék fázisban

GA
s,  GB

s, …, GN
s  : A, B, …, N elem szabad energiája a 

szilárd fázisban
XA,  XB, …, XN : A, B : A, B, …, N elem koncentrációja 

az ötvözetben
XA

l,  XB
l, …, XN

l  : A, B, …, N elem koncentrációja az 
folvadék fázisban

XA
s,  XB

s, …, XN
s  : A, B, …, N elem koncentrációja a 

szilárd fázisban
μA

l,  μB
l, …, μN

l  : A, B, …, N elem parciális moláris sza-
badenergiája a folyékony fázisban

μA
s,  μB

s, …, μN
s  : A, B, …, N  elem parciális moláris 

szabadenergiája a szilárd fázisban
ΔGA 

(l→s), GB
(l→s) : az A és B elemek szabad energiájának 

változása kristályosodáskor
T : abszolút hőmérséklet
ΔHA 

(l→s), ΔHB
(l→s) : Az A és B elemek entalpiaváltozása 

kristályosodáskor
TA, TB : A és B elemek olvadási hőmérséklete
TL, TS : az ötvözet likvidusz- és szolidusz-hőmérséklete
R : egyetemes gázállandó
k BAB  : a B elem megoszlási hányadosa az AB ötvözet-

ben
M : a likvidusz lejtése
a lAB(i) és a lAB(i) : f  lAB(X lB) és f  sAB(X lB) polinomok állandói
A lAB( i) és A sAB(i) : F  lAB(X lB) és F  sAB(X lB) polinomok ál-

landói
B lAB( i) és B sAB(i) : a ln k BAB (X lB) és ln k BAB (X sB) polinomok 

állandói

Indexek
m, i : a lAB, a sAB, A lAB, A sAB, B lAB, B sAB állandók száma
AB : AB ötvözet

Felső indexek
l, s : olvadék, szilárd

1. Bevezetés

A kristályosodási szimulációkban általában az olva-
dék/szilárd határfelületen  a koncentrációk egyensú-
lyát tételezik fel. ezért a szimuláció során ismerni kell 
az egyensúlyi átalakulási (azaz likvidusz és szolidusz) 
hőmérsékletet a koncentráció függvényében, a fázisok 
egyensúlyi koncentrációját egy adott hőmérsékleten, 
és a megoszlási hányadost [1–4]. ez a probléma több-
féleképpen megoldható.

A legpontosabb, de legbonyolultabb lehetőség a 
CAlPHAd típusú szoftverek (például THerMo-
CAlC, TC) használata  a szimulációs szoftver szubru-
tinjaként. A CAlPHAd típusú szoftver azonban tar-

talmaz egy iterációs eljárást, amely a helyi egyensúly 
viszonylag hosszú számítási idejét eredményezi. Így 
a CAlPHAd típusú szoftver szubrutin számítási idő-
igénye jelentősen meghaladhatja a folyamat szimu-
lációját végző szoftverét. ezért a szimuláció hatéko-
nyabbá, gyorsabbá tételének érdekében egyszerűbb 
módszerre van szükség.

A legegyszerűbb módszer a likvidusz és a szoli-
dusz egyenessel való közelítése. sok szerző használta 
ezt a módszert a kristályosodási folyamatok különbö-
ző típusainak leírására (lásd a kristályosodásról szóló 
könyveket [5–7]). Valamivel bonyolultabb módszer, 
ha a likviduszt és a szoliduszt  polinommal [8–10] 
vagy spline-módszerrel [11] közelítjük. egyes szi-
mulációk számos hőmérséklethez tartozó koncent-
ráciából álló adat táblát használnak. A táblák adatai 
származhatnak a grafikus fázisdiagramokból azok di-
gitalizálásával, vagy egy CAlPHAd típusú számítás 
eredményeiből. ezeknek a tábláknak az adataiból po-
linomot hozhatnak létre a likvidusz- és szolidusz-hő-
mérsékletek, valamint a megoszlási hányados leírásá-
ra regressziós analízissel [12–15].

A cikkben egy újtípusú megoldását mutatjuk be 
ennek a problémának, az úgynevezett esTPHAd 
módszert, amely a következő tulajdonságokkal ren-
delkezik:

1. az ötvözet adott koncentrációja esetében közvet-
len algoritmust biztosít (iterációs eljárás nélkül) 
a likvidusz és a szolidusz egyensúlyi hőmérsék-
letek, a megoszlási hányados és a likviduszlejtés 
számítására,

2. az ötvözet adott koncentráció tartományára vo-
natkozóan a kísérletileg meghatározott vagy a 
CAlPHAd típusú szoftverrel kiszámított/opti-
malizált adatokkal összehasonlítható pontossá-
gú becsült eredményeket szolgáltat,

3. az esTPHAd algoritmus hierarchikus módon 
épül fel, a kétalkotós  diagramok függvényeit 
felhasználja a három, négy vagy N alkotós diag-
ramok számításánál.

egy korábbi cikkben [16] egy egyszerű formaliz-
must és módszert javasoltunk a megoszlási hányados 
meghatározására az olvadék fázis koncentrációjának 
függvényében a kétalkotós és háromkalkotós ötvö-
zetrendszerek esetében    a kristályosodási folyama-
tok szimulációjának eszközeként. Jelen cikk célja, 
hogy javaslatot tegyen az esTPHAd általános 
formalizmusára, azaz a  likvidusz- és a szolidusz- 
hőmérséklet, valamint a megoszlási hányados egy-
szerűsített, de termodinamikailag alátámasztott függ-
vényeinek optimalizált változatára a  koncentráció 
függvényében egy általános A-B rendszerben. A függ-
vények alkalmazhatóságát izomorf (korlátlan oldha-
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tóságú), valamint eutektikus kétalkotós ötvözetek ese-
tében mutatjuk be.

A fázisok egyensúlyi koncentrációja egy adott hő-
mérsékleten elvileg kiszámítható, ha a fázisok szabad 
energia függvényei ismertek. Mivel ezek a szabad 
energia függvények túl bonyolultak a reguláris olda-
tok esetében, az esTPHAd termodinamikai alapjait 
az ideális kétalkotós ötvözet esetében mutatjuk be. A 
likvidusz, szolidusz, a megoszlási hányados és a lik-
viduszlejtés kiszámítására szolgáló egyenletek for-
malizmusának meghatározásánál figyelmen kívül 
hagytuk a keveredésből származó szabad energiát és 
entrópiát. A kidolgozott formalizmus reguláris olda-
toknál is használható, de a függvények állandóit az 
egyensúlyi fázisdiagram mért adataiból, vagy vala-
mely CAlPHAd típusú számítás eredményeiből le-
het meghatározni.

2. Az ESTPHAD formalizmus termodinamikai 
alapjai

Ideális kétalkotós ötvözetrendszer esetén a folyékony 
vagy szilárd oldatok szabad energiája a koncentráció 
függvényében a következőképpen közelíthető meg: 

  ( ln ln ).= + + +A A B B A A B BG G X G X RT X X X X  (1)

Az A és B elem  parciális moláris szabad energiája 
a következő:

 .ln  és  lnµ µ= + = +A A A B B BG RT X G RT X  (2)

Feltételezve, hogy az ötvözetrendszer folyékony 
(l) és szilárd (s) fázisokat tartalmaz, amelyek egyen-
súlyban vannak, Gibbs szerint az egyensúlyi feltétel a 
következőképpen írható fel:

 .és µ µ µ µ= =l s l s
A A B B  (3)

A (2) és (3) egyenletből a likvidusz  és a szolidusz 
hőmérséklete, a megoszlási együttható és a likvidusz 
meredeksége kiszámítható egy adott koncentrációnál, 
ha a (2) és (3) egyenlet állandói ismertek.

3. A likvidusz- (TL) és a szolidusz- (Ts) hőmérséklet 
kiszámítása 

3.1. Likvidusz-hőmérséklet

A (3) egyenlet alapján írható:

 l  ln+ = +l L s s
A L A A L AG RT X G RT X  (4)

 ln( / ).→− = ∆ =l s l s s l
A A A L A AG G G RT X X  (5)

és

 .( )/→ →∆ = ∆ −l s l s
A A A L AG H T T T  (6)

Az (5) és (6) egyenlet használatával a következő 
írható:

 
( ) ,ln ln

→∆ −  
= = 

 

l s s
A A L A

L L Al
A A

H T T XRT RT k
T X

 (7)

 ( )
1

.ln / 1
−

→

 


∆ 


= +s lA
L A A Al s

A

T RT T X X
H

 (8)

Figyelembe véve, hogy

,1 ,1 ,= − = − =l l s s s l
A B A B B B BX X X X X k X

  { }
1

( )

 ln(1 ) ln ( ,1 ) 1→

−

=

= −
 
 


− − +
∆ 

l
L B

s lA
A B Bl s

A

T X

T RT X X
H

 (9)

{ }
1

n .

( )

 l (1 ) ln(1 ) 1→

−
 
 


− − −


=

= +
∆

l
L B

l lA
A B B Bl s

A

T X

T RT k X X
H

 (10)

A Taylor-sorbafejtés felhasználásával a (10) egyen-
let ln része polinommá alakítható:

 ( )
1

,1ln 1
m

i

i

X X
i=

− = −∑  (11)

  
( )

1 1

1 1( )  ( ) 1 ,

l
L B

m m
l i l iA

A B B Bl s
i iA

T X

T RT k X X
H i i→

= =

=

  
= − + +  ∆   

∑ ∑
 (12)

  
( )

( )

1

1

1

1( ) (1 ) 1

1 ,

m il l iA
L B A B Bl s

iA

l lA
A AB Bl s

A

T RT X T X k
H i

T RT f X
H

→
=

−

−

→

 
= − + ∆  

 
=

 
 






+ 



∑

 (13)

ahol

 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

1

1 21 2

3 3

1 2

1
3

1 ( ) (1 )

(1 ) / 1 (1 ) / 2

(1 )/3

( ) 1 ( ) 2 ( )

3 ( )

m
l l l i i

AB B B B
i

l l
B B B B

l
B B

m
l l i l l l l
AB B AB B AB B

i
l l
AB B

f X X k
i

X k X k

X k

a i X a X a X

a X

=

=

 
= − 
 

= − + −

+ − +

= = +

+ +

∑

∑





(14)

és

  ( ) ( ) .l l l lA
AB B AB Bl s

A

T RF X f X
H →=

∆
 (15)

Végül

 ( ) ( ) 1
 1 ,l l l

L B A AB BT X T F X
−

 = +   (16)

ahol
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( )
( )

1
1 2

3

 ( ) ( )( )

1 ( ) (2)( )

3 ( ) ,

m
l l l l i

AB B AB B
i
l l l l
AB B AB B

l l
AB B

F X A i X

A X A X

A X

=

=

= +

+ +

∑



 (17)

ha X  LB = 0 (tiszta A elem esetén), TL = TA.
Van egy lényeges különbség a (16) egyenlet és 

a szakirodalomban használt egyszerű polinomiális 
egyenlet között [8–10], ahol

 

( )

( )

1 2

3

1

.

( ) (2)( )
3 ( )

( )( )

l
L B

l l l l
A B B

l l
B

m
l l i

A B
i

T X

T A X A X
A X

T A i X
=

=

= − +

+ …+

= −∑

 (18)

Csak az első közelítést (i = 1) használva a (18) 
egyenlet az [5–7] szakirodalomban általában hasz-
nálthoz képest egyszerűbb alakú lesz, ami azt jelenti, 
hogy a likvidusz egyenes:

 ( ) 1 1( ,1)( )l l
L B A BT X T A X= −  (19)

ahol A l(1) az egyenes likvidusz  meredeksége (M).

3.2. Szolidusz hőmérséklet

A likvidusz-hőmérséklethez hasonlóan a szolidusz-hő-
mérséklet is kiszámítható az (5) és (6) egyenlet alap-
ján. ebben az esetben /s l

B B BX X k= , és

( )

{ }
1

ln(1 / )  ln(1 1 .)

s
s B

s sA
A B B Bl s

A

T X

T RT X k X
H

−

→

=

 
= − − − + ∆ 

(20)

A Taylor-sorbafejtést használva a (20) egyenlet ln 
része polinommá alakítható hasonlóan a (14) egyen-
lethez:

  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1 21 2

3 3

1( ) 1 1/

1 1/ /1 1 1/ /2

1 1/ /3 ,

m
is s i

AB B B B
i

s s
B B

B

s

B B

s
B

f X X k
i

X k X k

X k

=

 
 

   


 
= − 
 

= − + −  

 
 + − +

∑



 (21)

és ismét:

  ( ) ( )
1

1 ,s s sA
s B A AB Bl s

A

T RT X T f X
H

−

→

 
= + ∆ 

 (22)

ahol
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( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

2

3

1 2

1
3

2

3

1( ) (1 (1/ ) )

(1 )/1 (1 )/2

(1 )/3

( ) 1 ( ) 2 ( )

3 ( ,

(1/ ) (1/ )

(1/ )

)

m
s s s i i

AB B B B
i

s s
B B

s
B

m
s s i s s s s
AB B AB B AB B

B B

B

i
s s
AB B

f X X k
i

X X

X

a i X a X a X

a

k k

k

X

=

=

 
= − 
 

= − + −

+ − +

= = +

+ +

∑

∑





(23)

 ( ) ( ).s s s sA
AB B AB Bl s

A

T RF X f X
H →=

∆
 (24)

Végül

 ( ) ( ) 1
 1 ,s s s

s B A AB BT X T F X
−

 = + 
 (25)

ahol

 
( ) ( )

( ) ( )

1

1
2 3

( ) 1 ( )

2 ( ) 3 ( ) .

m
s s s s i s s

AB B AB B AB B
i

s s s s
AB B AB B

F X A X A X

A X A X
=

+

= =

+ +

∑


 (26)

4. Megoszlási hányados (k)

4.1. A megoszlási hányados az olvadék koncentráció 
függvényében

A (2) és (3) egyenletek alapján

 
( ) ( )

ln( / )
ln 1/ ln ,

s l l s l s
B B B L B B

L B L B

G G G RT X X
RT k RT k

→− = ∆ =

= = −
 (27)

 
( )

( ) ,
( )/

ln

l s l s l
B B B L B B

l
L B B

G H T T X T
RT X k

→ →∆ = ∆ −

=
 (28)

 ( )( ) ( ).ln /l s l l
B B B L B B L Bk H T T X RT T X→= ∆ −  (29)

Felhasználva a (16) egyenletet

 
( )

( ){ }
ln ( / )

1 / 1 / .

l l s
B B B

l l
B AB B A

k X H R

T F X T

→= ∆

 × − + 

 (30)

Ha  0,l s
B BX X= =  akkor 0,l

ABF =

 ,0

,0

ln ( / )(1/ 1/ ) ,
ahol exp( ).

l s
B B B A

B

k H R T T Q
k Q

→= ∆ − =

=
 (31)

Ha   1,l s
B BX X= =  akkor

/ ,/(1 ) (1 )l s
A AB A AB BT F T F T+ = + =

 ln ( / )(1 / 1 / ) 0,
és ( 1) exp(0) 1.

l s
B B B B

B B

k H R T T
k X

→= ∆ − =
= = =

 (32)

Ha 0 1l
BX< <
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i)  idealis oldat estében, amikor TB ismert (izomorf 
módszer)

 

( )
( ) ( )

( ),0

ln ( / )

1/ 1/ /

ln  .

l l s
B B B

l l
A B AB B A

l l
B AB B

k X H R

T T F X T

k F X

→= ∆

 × − + 

= +

 (33)

Így

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2
,0

3

,0
1

l

.

n ln 1 ( ) 2 ( )
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B AB B
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k X k A X A X

A X

k A i X
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+ +…

= +∑
 (34)

ii)  reális (reguláris) oldatok esetében  (izomorf, eutek-
tikus, peritektikus rendszerek), amikor a szilárd 
oldatra vonatkozó nem egyensúlyi TB nem ismert:

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

2 3

ln 0 1 ( )

2 ( ) 3 ( )  

( )

l l l l
B B AB AB B

l l l l
AB B AB B

l l i
AB B

k X B B X

B X B X

B i X

= +

+ + +

∑
 (35)

ahol ( ) ( )l l
AB ABB i A i≠ , mert a (27) egyenlet nem hasz-

nálható a regu láris oldatok esetében.

4.2 A megoszlási hányados a szilárd fázis 
koncentrációjának a függvényében 

A (22) egyenlet alapján

 
( )

( ),0

ln ( / )[1/ (1 )/ ]

ln   

s l s s
B B B B AB A

s s
B AB B

k X H R T F T

k F X

→= ∆ − +

= +
 (36)

i)  ideális oldat esetében, amikor TB ismert (izomorf 
rendszer):

( ) ( ) ( )
( )

( )

,0 1 2

3

,0
1

.

ln  ln 1 ( ) 2 ( )

3 ( )

ln ( )

s B s s s s
B B AB AB B AB B

s s
AB B

m
s s i

B AB B
i

k X k A X A X

A X

k A i X
=

= + +

+ +…

= +∑
(37)

ii)  reális (reguláris) oldatok (izomorf, eutektikus, pe-
ritektikus  rendszerek), amikor a szilárd oldatra vo-
natkozó nem egyensúlyi TB nem ismert:

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1

2 3

0

,

ln 0 1 ( )

2 ( ) 3 ( )  

( )

s s s s
B B AB AB B
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s s i
AB B

i

k X B B X

B X B X
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=

= +
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=∑

  (38)

és ismét ( ) ( ).s s
AB ABB i A i≠

Ha TB < TA, akkor k BAB < 1, és ha TB > TA, akkor 
k BAB > 1.

Megemlítjük, hogy ha a kA(T ) és kB(T ) függvények 
ismertek, akkor az olvadék és a szilárd fázis koncent-
rációja a hőmérséklet függvényében kiszámítható:

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
/

.
( 1) (

és  

l
A B B A

s l
A A A

X k k k
X

T T T T
T Tk X

= −

=
 (39)

5. A likvidusz meredekségének kiszámítása

A legtöbb kristályosodási modell tartalmazza a likvi-
dusz lejtését. A lejtés (MB) a ( )l

L BT X  függvény deri-
váltjaként számítható:

 ( )
( )( )

( )( )2

1

,
1

l l
AB B

A l
l L B

B B l l lB AB B

F X
T

T XM X
X F X

∂ +
−

∂ ∂
= =
∂ +

 (40)
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6. Az állandók kiszámításának módszerei

A reguláris oldatok esetén a likvidusz és szolidusz, va-
lamint a megoszlási hányados függvények  állandói a 
likvidusz- és szolidusz-hőmérsékletek mért adataiból, 
vagy a grafikus fázisdiagram digitalizált adataiból, 
valamint bármely CAlPHAd típusú számítással (pl. 
ThermoCalc) számított adathalmaz felhasználásával 
kiszámíthatók.

6.1. A likvidusz és a szolidusz állandói 
kiszámításának lépései

i)  A ( , )( ) ( )l s
L B L BT X T X  likvidusz- és a szolidusz-hő-

mérséklet  meghatározása sok koncentrációhoz tar-
tozó mért adatból, a digitalizált grafikus fázisdiag-
ramból vagy CAl PHAd számításból.

ii)  Az ) és  ( ) (l l s s
AB B AB BF X F X  adatok kiszámítása adott 

koncentrációknál  az (16) és (25) egyenletekkel:

 
( ) / ( ) 1  

és  ( ) / ( ) 1.

l l L
A B A L B

s s s
A B A S B

F B X T T X
F B X T T X

= −

= −
 (42)

iii)  Az ( ) és ( )l s
AB ABA Ai i  állandók kiszámítása regresz-

szióval az ( ) és ( )B
l

B
l s s
B BA AF XFX  egyen letek által 

számított adatok felhasználásával.

6.2. A megoszlási hányados állandóinak kiszámítása

Három különböző módszer létezik:
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1)  Feltételezve, hogy az olvadék és a szilárd oldat ide-
ális, és a rendszer izomorf az   adatok  kiszámítha-
tók a (34) egyenlettel. 

2)  reális (reguláris) oldatok esetén. Ha az olvadék 
és a szilárd fázisok  egyensúlyi koncentrációja sok 
adott hőmérsékleten ismert grafikus egyensúlyi fá-
zisdiagramból vagy a CAlPHAd típusú adatokból 
van meghatározva, akkor ez egyszerű:

  i) ln ln( / ) és ln ln( / ).)( ) (l s l s s l
B B B B B B B Bk X X X k X X X= =

 ii)  ezen adatok felhasználásával a  ) és( ) ( l s
AB ABB i iB  

állandók regresszióval számíthatók ki.
3)  A mért adatok esetében, amikor csak az adott kon-

centrációhoz tartozó likvidusz- és a szolidusz-hő-
mérsékletek ismertek kísérletekből, az eljárás egy 
kicsit bonyolultabb, mert az egymással egyensúlyt 
tartó olvadék  és szilárd fázisok koncentrációi egy 
adott hőmérsékleten nem ismertek. ez esetben az 
eljárás a következő:

  i)  A )és   ( ) (l s
L B s BT X T X  függvények meghatározása 

a mért adatokból.
 ii)  számos koncentrciónál a TL(X lB) függvény segít-

ségével a likvidusz-hőmérséklet kiszámítása,
 iii)  Az X sB értékeknek a Ts (X sB) függvény iterációjával  

történő meghatározása (feltétel: TL = Ts).
 iv)  Az összetartozó X lB és X sB értékekből az ln kB(X lB) 

= ln (X sB  /X lB) és ln kB(X sB) = ln (X sB  /X lB) adatok ki-
számítása.

  v)  ezen adatok felhasználásával az ln kB(X lB) és 
ln kB(X sB) függvények állandóinak regresszióval 
való kiszámítása.

7. 1. példa: Binér izomorf rendszer,  korlátlan 
oldhatóság az olvadék és a szilárd fázisban

7.1. A Ge–Si egyensúlyi fázisdiagram

számos binér rendszer tartozik ebbe az ötvözet-
csoportba, mint például a Cu–ni, Au–Cu, Pd–Pt, 
Fe–Mn és még sok más. stöhr és Klemm [17] és 
Thurmond [18] a Ge–si rendszert termikus analí-
zis módszerrel  tanulmányozták. A mért likviduszt 
és szoliduszt az 1. ábra mutatja, melyet az esTPAd 
módszer alkalmazásának bemutatására használunk. A 
grafikus Ge–si fázisdiagramot digitalizáltuk, 11 hő-
mérsékleten meghatározva a likvidusz és a szolidusz 
koncentrációját (1. táblázat).

7.2. Az F lAB és F sAB függvények számítása

A számítást a tiszta Ge-tól (TA = TGe) vagy a tiszta si-
től (TA = Tsi) lehet kezdeni. első lépésként az

 Ge Ge
Gesi si Gesi si1,    1, ( ) ( )l l s s

L s

T TF X F X
T T

= − = −  

1. táblázat. A 11 megadott hőmérsékleten a digitalizálással meghatározott likvidusz- és a szolidusz-koncentrációk, a számí-
tott megoszlási (k) hányados és a TA /TL – 1 függvények adatai (a koncentráció (X) atomfrakció)

TL, °C TL, K X lsi X ssi k si
siGe lnk si

siGe X lGe X sGe k Ge
Gesi lnk Ge

Gesi TGe  /TL–1 Tsi  /TL–1

 938 1211 0 0 – – 1 1 1 0 0 0,40

 977 1250 0,03 0,14 4,66 1,54 0,97 0,86 0,88 –0,12 –0,03 0,36

1027 1300 0,07 0,29 4,14 1,42 0,93 0,71 0,76 –0,26 –0,06 0,31

1077 1350 0,13 0,42 3,23 1,17 0,87 0,58 0,66 –0,40 –0,10 0,26

1127 1400 0,20 0,52 2,60 0,95 0,8 0,48 0,60 –0,51 –0,13 0,21

1177 1450 0,28 0,63 2,25 0,81 0,72 0,37 0,51 –0,66 –0,16 0,17

1227 1500 0,39 0,71 1,82 0,59 0,61 0,29 0,47 –0,74 –0,19 0,13

1277 1550 0,51 0,8 1,56 0,45 0,49 0,20 0,40 –0,89 –0,21 0,09

1327 1600 0,66 0,87 1,31 0,27 0,34 0,13 0,38 –0,96 –0,24 0,06

1377 1650 0,83 0,95 1,14 0,13 0,17 0,05 0,29 –1,22 –0,26 0,03

1414 1687 1 1 1 0 0 0 – – –0,28 0

 

1. ábra. A mért (digitalizált) Ge–Si egyensúlyi fázisdiagram 
[17]. A digitalizált hőmérsékletek a piros (likvidusz) és a kék 

(szolidusz) pontok
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 si si
siGe Ge siGe Ge1,    1( ) ( )l l s s

L s

T TF X F X
T T

= − = −  

értékéket számítottuk ki 11 hőmérsékleten (lásd az 1. 
táblázatot). Mivel a hőmérséklet a likvidusz és a szo-
lidusz esetében azonos,

 Gesi si Gesi si siGe Ge siGe Ge( ) ( ) és ( ) ( ),l l s s l l s sF X F X F X F X= =  

de természetesen a likvidusz és a szolidusz koncent-
rációja eltérő. Természetesen az Fl és Fs függvények 
Al(i), As(i) paraméterei is különböznek. A 2a. és 3a. 
ábrán az

 Gesi si Gesi si siGe Ge siGe Ge( ), ( ) s az ( ), ( )él l s s l l s sF X F X F X F X  

függvények láthatók a likvidusz (piros körök) és a 
szolidusz (kék körök) a Ge és si koncentrációjának 

(atomfrakció) függvényében. ezekből az adatokból az 

Gesi si Gesi si siGe Ge siGe Ge( ), ( ), ( ), ( )l l s s l l s sF X F X F X F X
függvényeket multilineáris regresszióval számítottuk 
ki a likvidusz és a szolidusz esetében. A számított 
állandók a 2. táblázatban találhatók. ezen állandók 
felhasználásával összehasonlítjuk a számított likvi-
dusz- (piros körök) és szolidusz- (kék körök) hőmér-
sékleteket a mért likvidusz- (piros szaggatott vonal) 
és szolidusz- (kék szaggatott vonal) hőmérsékletekkel 
(2b. és 3b. ábra). A mért és a számított hőmérséklet 
közötti különbség kisebb, mint ±4K.

7.3. A likvidusz meredekségének számítása

A likvidusz meredeksége (MB) a (40) egyenlettel szá-
mítható ki. A (41) egyenlettel számított állandói a 

2. táblázat. Az F lGesi(X lsi), F sGesi(X ssi), F lsiGe(X lGe) és F ssiGe(X sGe) függvények állandói

Ge–si ötvözet (Xsi)1 (Xsi)2 (Xsi)3 (Xsi)4 R2

F lGesi(X lsi) –1,0302 2,088 –2,2043 0,8576 0,9997

F sGesi(X ssi) –0,2009 –0,1724 0,1572 –0,0715 0,9991

si–Ge ötvözet (XGe )1 (XGe)2 (XGe)3 (XGe)4 R2

F lsiGe(X lGe) 0,0851 0,6936 –1,4126 1,0362 0,9992

F ssiGe(X sGe) 0,54 –0,3016 0,3421 –0,1738 0,9997

3. táblázat. A ∂(1 + F lGeSi(X lSi)) /∂X lSi és ∂(1 + F lSiGe(X lGe)) /∂X lGe függvények állandói

Ge–si ötvözet (Xsi)0 (Xsi)1 (Xsi)2 (Xsi)3

∂(1 + F lGesi(X lsi)) /∂X lsi –1,0302 2×2,088 –3×2,2043 4×0,8576

si–Ge ötvözet (XGe)0 (XGe)1 (XGe)2 (XGe)3

∂(1 + F lsiGe(X lGe)) /∂X lGe 0,0851 2×0,6936 –3×1,4126 4×1,0362

 

a b 

2. ábra. (a) Az F lsiGe (piros körök) és F ssiGe (kék négyzet) adatok a digitalizált adatokból számítva 11 hőmérsékleten, és a szá-
mított F lsiGe(X lGe) (piros szaggatott vonal) és F ssiGe(X sGe) (kék pontozott vonal) függvények a Si-koncentráció függvényében. (b) 
A mért (digitalizált) likvidusz (piros körök) és szolidusz (kék körök) összehasonlítása a számított likvidusz- (piros szaggatott 

vonal) és szolidusz- (kék szaggatott vonal) hőmérsékletekkel
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Gesi si si/( )(1 )l l lF X X∂ + ∂  és siGe Ge Ge/( )(1 )l l lF X X∂ + ∂  függ-
vényeknek a 3. táblázatban találhatók. A TA = TGe-től 
indulva a B elem a si, és a meredekség pozitív; a TA 
= Tsi-től kezdve  a meredekség negatív, de ezek az 

abszolút értékek gyakorlatilag azonosak (4. ábra). A 
Ge–si grafikus fázisdiagram digitalizálásánál a hiba  
körülbelül ±0,01 atom frakció volt. Mivel az átlagos 
meredekség ±700 K/atomfrakció, a 0,01 atomfrakció 
hiba körülbelül (700 × 0,01) ± 7 K különbséget okoz. 
Az 5. ábra a digitalizált és a számított hőmérséklet 
közötti különbséget mutatja a si-atom frakció függ-
vényében. látható, hogy a hőmérséklet-különbség ki-
sebb, mint ±7 K.

7.4. Az ideális ln kGe és ln ksi függvények állandóinak 
kiszámítása Ge és Si kristályosodsának látens 

hőjéből

Amint korábban bemutattuk, az ln k a Ge vagy si lá-
tens hőjéből a (32) és (36) egyenlettel számítható ki 
feltételezve, hogy az olvadék és szilárd fázis ideális 
oldat. ebben az esetben a különböző ideális ln k:

 { }
Ge Ge,0
siGe Ge siGe siGe Ge

Ge Ge
siGe Ge siGe Ge

( ) ( ),

( ) ( ) ,

ln ln  

exp ln

l l l

l l

k X k F X

k X k X

= +

=
 (43)

 
{ }

Ge Ge,0
siGe Ge siGe siGe Ge

Ge Ge
siGe Ge siGe Ge

( ) ( ),

( ) ( ) ,

ln ln  

exp ln

s s s

s s

k X k F X

k X k X

= +

=
 (44)

 { }
si si,0
Gesi si Gesi Gesi si

si si
Gesi si Gesi si

( ) ( ),

( ) ( ) ,

ln ln  

exp ln

l l l

l l

k X k F X

k X k X

= +

=
 (45)

 { }
si si,0
Gesi si Gesi Gesi si

si si
Gesi si Gesi si

ln ln  

exp ln .

( ) ( ),

( ) ( )

s s s

s s

k X k F X

k X k X

= +

=
 (46)

Az ideális Ge
siGe Ge( )ln lk X  és Ge

siGe Ge( )ln sk X  a Ge-, az 
ideális si

Gesi si( )ln lk X  és si
Gesi si( )ln sk X  a si-atom frakció-

ja függvényében 6a. és 6b. ábrán látható.

 

a 
 

b 

3. ábra. (a) Az F lsiGe (piros körök) és F ssiGe (kék négyzet) adatok a digitalizált adatokból számítva 11 hőmérsékleten, valamint 
számított F lsiGe(X lGe) (piros szaggatott vonal) és F ssiGe(X sGe) (kék szaggatott vonal) függvények a Ge-koncentráció függvényé-
ben. (b) A mért (digitalizált) likvidusz (piros körök) és a szolidusz (kék négyzet) hőmérsékletének összehasonlítása a számí-

tott likvidusz- (piros szaggatott vonal) és szolidusz- (kék szaggatott vonal) hőmérsékletekkel

 

4. ábra. A likvidusz meredeksége két irányból számítva, 
Ge-től Si-ig  és Si-től Ge-ig

5. ábra. A mért és a számított TL és Ts közötti különbség
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Az olvadáspont (TA), megszilárdulási hő (ΔHB
l → s) 

és a ln k BA,0
B számított értékei a 4. táblázatban találha-

tók.

Az 5. táblázat ezeknek a függvényeknek az állan-
dóit és az Xsi = 0 (XGe = 1) és Xsi = 1 (XGe = 0) függvé-
nyek értékeit mutatja.

A kGe(T ) és ksi(T ) függvények számíthatók az 
F l  siGe(X lGe), F ssiGe(X sGe) és F l  Gesi(X lsi), F sGesi(X ssi) függ-
vények ismeretében

A kGe(T ) és ksi(T ) függvényekkel számított X lGe(T ) 
és X sGe(T ):

 X lGe(T ) = (kGe(T ) – 1) /(kGe(T ) – ksi(T )), 
 X sGe(T ) = kGe(T ) X lA(T ) . 

(47)

Felhasználva a Ge
siGe Ge( )lk X  és si

Gesi si( )lk X  függ-
vényeket az ideális szoliduszkoncentrációt, a mért 
likviduszkoncentraciókból, valamint használva a 

Ge
siGe Ge( )sk X  és si

Gesi si( )sk X  függvényeket, az ideális lik-

viduszkoncentrációk a mért szoliduszkoncentrációk-
ból számítottuk (7a-b. ábra) [18].

 

Ge
Ge Ge siGe Ge

Ge
Ge Ge siGe Ge

si
si si Gesi si

si
si si Gesi si

( ) ( ) ( ),

( ) ( )/ ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) (

ideal meas.

ideal meas.

ideal meas.

id )/ ( ).eal meas.

s l l

l s s

s l l

l s s

X X k X

X X k X

X X k X

X X k X

=

⋅

⋅

=

=

=

 (48)

A mért és a számított (ideális) fázisdiagramokat 
összehasonlítva látható, hogy a mért és a számított 
likvidusz és szolidusz nem azonos. Tehát a Ge–si 
rendszer nem ideális. ezt a különbséget megmagya-
rázhatja, hogy az ln k függvények levezetésénél egy 
egyszerű szabadenergia-függvényt használtunk, amely 
csak ideális oldatok esetén érvényes.

7.5. Az ln kGe és ln ksi  függvények állandóinak 
kiszámítása a mért adatokból

ebben az esetben, a likvidusz és a szolidusz koncent-
rációit a grafikus egyensúlyi fázisdiagramból hatá-
roztuk meg 11 hőmérsékleten, a kGe és a ksi könnyen 
kiszámítható:

 Ge Ge Ge

si si

ln / ,

l )n / .

( ) ( )

( ( )

s l

s l
Si

k X X

k

T T

TX X T

=

=
 (49)

4. táblázat. A tiszta Ge és Si fizikai állandói, valamint a 
számított ,0ln B

ABk

B elem ΔHB
l→s, kJ/mol TL, K ,0ln B

ABk

Ge [19] 36,94 1211 –0,9763
si [20] 50,21 1687 1,3244

5. táblázat. Az ideális ln k függvények állandói

si–Ge ötvözet X0 X1 X2 X3 X4 R2

ln k Ge
siGe(X lGe) 1,3244 –4,5446 8,8304 –9,0623 3,4554 0,9992

ln k Ge
siGe(X sGe) 1,3244 –1,0446 –0,2883 – – 0,9997

Ge–si ötvözet X0 X1 X2 X3 X4 R2

ln k si
Gesi(X lsi) –0,9763 0,1817 1,7338 –3,473 2,5215 0,9992

ln k si
Gesi(X ssi) –0,9763 1,1845 –0,2104 – – 0,9997

 

a b 

6. ábra. (a) az ideális Ge
siGe Ge( )ln lk X  és Ge

siGe Ge( )ln sk X  a Ge-atom frakció függvényében, (b) az ideális si
Gesi si( )ln lk X  és 

si
Gesi si( )ln sk X  a Si-atom frakció függvényében
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A mért kGe, ksi és az ln kGe, ln ksi adatok az 1. táb-
lázatban láthatók. ezen adatok alapján multilineá-
ris  regresszióval számítottuk ki az Ge

siGe Ge( )ln lk X  , 

Ge
siGe Ge( )ln sk X  és a si

Gesi si( )ln lk X , si
Gesi si( )ln sk X  függvé-

nyeket (8. és 9. ábra). ezeknek a függvényeknek a 
számított állandói a 4. táblázatban találhatók.

6. táblázat. A ln k Ge
siGe(X lGe), ln k Ge

siGe(X sGe), ln k si
Gesi(X lsi) és ln k si

Gesi(X ssi), valamint a kGe(T ), ksi(T ) 
függvények állandói

si–Ge ötvözet X 0 X 1 X 2 X 3 R2

ln k Ge
siGe(X lGe) –1,5389 2,1953 –3,0041 2,3145 0,9940

ln k Ge
siGe(X sGe) –1,3026 2,4257 –2,0343 0,9219 0,9969

Ge–si ötvözet X 0 X 1 X 2 X 3 R2

ln k si
Gesi(X lsi) 1,6650 –4,1961 4,4708 –1,9468 0,9988

ln k si
Gesi(X ssi) 1,6411 –0,3214 –2,2471 0,9439 0,9977

T 0 T 1 T 2 T 3 R2

kGe(T ) 27,4598 –0,0509 3,3×10–5 – 0,9983

ksi(T ) 51,0357 –0,0583 1,7×10–5 – 0,9959

 

a 
b 

7. ábra. A mért (digitalizált) és a számított ideális fázisdiagram összehasonlítása. (a) Ge–Si, (b) Si–Ge fázisdiagram

 

a b 

8. ábra. (a) Mért kGe (piros körök és vonal) X lGe és kGe(Xs) (kék négyzetek és vonal) X sGe függvényében, (b) a ln kGe (piros 
körök és szaggatott vonal) X lGe és (kék négyzetek és szaggatott vonal) X sGe  függvényében
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Az ötvözet kristályosodásának szimulációja során 
néha szükség van a megoszlási együtthatók ismeretére 
a hőmérséklet függvényében (4. táblázat és 10. ábra).

Az ideális esethez hasonlóan a Ge
siGe Ge( )lk X  és 

si
Gesi si( )lk X  függvényekkel a  szoliduszkoncentrációt 

a mért likviduszkoncentrációból, a Ge
siGe Ge( )sk X  és 

si
Gesi si( )sk X  függvényekel a likviduszkoncentrációkat 

a mért szoliduszkoncentrációból számítottuk ki (11. 
ábra).

A mért fázisdiagramhoz és a számított likvidusz- 
és szoliduszértékhez képest a különbség elhanyagol-
ható, így a függvények helyesek.

8. 2. példa: Eutektikus típusú binér ötvözetek

Az ötvözetek jelentős része eutektikus vagy peri-
tektikus típusú (Al–Cu, Al–Mg, Mg–Al, Al–si, Al–
Mn, Al–Fe, Pb–sn, Cu–sn, Cu–Al, Cu–zn, Fe–C 
stb.). ezeknek az ötvözeteknek a tiszta elemtől az 
eutektikus vagy peritektikus koncentrációig az első 
megszilárdult fázis egy α szilárd oldat, korlátozott 
oldhatósággal. ebben a fejezetben bemutatjuk az 
esTPHAd rendszer képességeit Al–Mg és Al–si bi-
nér ötvözetrendszerek esetében.

A likvidusz és szolidusz adatait (TL(X ), Ts(X )) a  
THerMoCAlC, (TC) segítségével számítottuk ki 
(Al–Mg ötvözet, 12. ábra, Al–si ötvözet, 19. ábra).

ezekben az esetekben a TA hőmérséklet az Al ol-
vadáspontja  (660,32 °C, 933,47 K), a B elem pedig a 
Mg vagy si. Mivel a likvidusz és a szolidusz nem éri 
el a tiszta B elemet, lehetetlen kiszámítani az Mg, 0

AlMgln  
és si, 0

Alsilnk  értékeket ((31) egyenlet).
Az F lAlMg(X lMg), F sAlMg(X sMg) és F lAlsi(X lsi), F sAlsi(X ssi) 

függvények kiszámítása a 6.1. pontban leírt módszer-
rel történt. ezeket a függvényeket a 13. ábra (Al–Mg 
ötvözet) és a 20. ábra (Al–si ötvözet) mutatja, míg 
a számított állandók a 7. táblázatban találhatók. A 

 
 

9. ábra. (a) mért ksi (piros körök és vonal) X lsi és ksi(Xs) (kék négyzetek és vonal) X ssi  függvényében, (b) a ln ksi (piros körök 
és szaggatott vonal) X lsi és (kék négyzetek és szaggatott vonal) X ssi  függvényében

 

10 ábra. kGe , és kSi  függvények a hőmérséklet függvényé-
ben

 

11. ábra. A mért likvidusz (piros körök) összehasonlítása 
a mért szoliduszkoncentrációból (piros vonal) számított lik-
vidusszal, és a mért szolidusz (kék négyzetek) összehasonlí-
tása a mért likviduszkoncentációkból számított szolidusszal 

(kék vonal)
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12. ábra. Az Al–Mg fázisdiagram része (0 és 36,3 tömeg% 
Mg között). A piros és a kék körök a TC-vel számított lik-
vidusz- és szolidusz-hőmérsékletek, a piros és kék vonalak 
a (16) és (22) egyenlettel számolt likvidusz- és szolidusz- 

hőmérsékletet mutatják

 

13. ábra. Az F lAlMg(X lMg) és az F sAlMg(X sMg) függvények a 
Mg-koncentráció függvényében. A piros és kék körök a 
TC-adatokból a (42) egyenlettel számított értékeket mutat-
ják, a piros és kék vonalak pedig a (15) és (24) egyenlettel 

számítottat értékeket

 

14. ábra. A hőmérséklet-számítás pontossága a Mg-kon-
centráció függvényében

 

15. ábra. A likvidusz meredeksége a Mg-koncentráció 
függvényében a (40) egyenlettel számolva

 

16. ábra. Az Mg
AlM Mg g( )ln lXk  és Mg

AlM Mg g( )ln sXk  a Mg-koncent-
ráció függvényében. A piros és kék köröket a TC adathal-
mazból, a piros és kék vonalakat pedig a (35) és (38) egyen-

lettel számítottuk ki

 

17. ábra. A Mg
AlMgln k  számítás pontossága a Mg-koncentráció 

függ vényében
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(16) és (22) egyenlettel számított likvidusz- és szo-
lidusz-hőmérséklet és a TC-adatok közötti különbség 
(delta T) kisebb, mint ±0,5 K (Al–Mg ötvözet, 14. 
ábra) és ±0,01 K (Al–si ötvözet, 21. ábra). ezek a 
különbségek kisebbek, mint a Ge–si ötvözet esetében, 
mert a TC által kiszámított adatok pontosabbak, mint 
a digitalizálással kapottak. ez a különbség megfelelő, 
mert az abszolút hőmérséklet meghatározásának pon-
tossága a termikus analízis  során nem jobb, mint ±1K.

A 15. ábra (Al–Mg ötvözet) és a 22. ábra (Al–si 
ötvözet) a (40) egyenlettel kiszámított likviduszmere-
dekséget (MMg , Msi) mutatja, amelyet gyakran hasz-
nálnak a megszilárdulás szimulációjában. ezeknek a 
függvényeknek az állandói a 8. táblázatban találhatók.

A koncentráció függvényében a megoszlási há-
nyadost a 6.2. fejezetben leírt módszerrel számítottuk 
ki. A 16. ábra (Al–Mg ötvözet) és a 23. ábra (Al–si 
ötvözet) a likvidusz-  és a szoliduszkoncentráció függ-
vényében mutatja az Mg

AlM Mg g( )ln lXk , Mg
AlM Mg g( )ln sXk  és 

si
Als si i( )ln lXk , si

Als si i( )ln sXk  függvényeket. ezeknek 
a függvényeknek az állandói a 9. táblázatban talál-
hatók. A 17. ábrán (Al–Mg ötvözet) és a 24. ábrán 
(Al-si ötvözet) a függvények által számított megosz-
lási hányados (k) és a TC-adatok közötti különbséget 
mutatjuk.  A különbség a ezek között kisebb, mint 
0,002 ( Mg

AlM Mg g( )ln lXk ), 0,0035 ( Mg
AlM Mg g( )ln sXk )  és  –0,0025 

( si
Als si i( )ln lXk ), +0,0015 ( si

Als si i( )ln sXk ).
A Mg

AlM Mg g( )ln lXk , Mg
AlM Mg g( )ln sXk  és si

Als si i( )ln lXk , si
Als si i( )ln sXk  

függvények használatával a  szolidusz- és a likvidusz-
koncentrációkat újraszámítottuk a TC likvidusz és 
szolidusz adataiból:

 

Mg
Mg Mg AlMg Mg

Mg
Mg Mg AlMg Mg

( ) ( ),

( )/ ( ),

s l l

l s s

X X TC k X

X X TC k X

=

=

⋅

 (50a)

 
si

si si Alsi si
si

si si Alsi si

( ) ( ),

( )/ ( ).

s l l

l s s

X X TC k X

X X TC k X

=

=

⋅
 (50b)

A TC-adatok és az újraszámított likvidusz- és szo-
liduszadatok közötti különbség kisebb, mint ±0,15 
tömeg% Mg és 0,015 tömeg% si (18. és 25. ábra). 
Mivel az eds-sel végzett koncentrációmérés legjobb 
pontossága körülbelül ±0,1 tömeg%, a számítás pon-
tossága is megfelelő.

9. Összefoglalás és következtetés

A termodinamikai összefüggések alapján függvénye-
ket vezettünk le a likvidusz és a szolidusz hőmér-
sékletének, a likvidusz lejtésének és a megoszlási 
hányadosnak a binér egyensúlyi fázisdiagramok kon-
centrációjának függvényében.

A módszer használhatóságát si–Ge (Ge–si) izo-
morf, valamint az Al–Mg és Al–si eutektikus típu-
sú egyensúlyi fázisdiagramok esetében mutattuk 

 

18. ábra. Különbség az újraszámolt és TC likvidusz és a 
szolidusz adatai között

 

19. ábra. Az Al–Si fázisdiagram része (0 és 12,6 tömeg% Si 
között). A piros és a kék körök a TC-vel számított likvidusz- 
és szolidusz-hőmérsékleteket, a piros és kék vonalak a (16) 
és (22) egyenlettel számolt likvidusz- és szolidusz-hőmér-

sékletet mutatják

 

20. ábra. Az F lAlsi(X lsi) és F sAlsi(X ssi) függvények Mg-kon-
centráció függvényében. A piros és kék körök a TC-ada-
taból a (42) egyenlettel számított értékeket, a piros és kék 
vonalak pedig a (15) és (24) egyenlettel számított értéke-

ket mutatják
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be. A függvény állandók meghatározásához szüksé-
ges koncentráció–hőmérséklet adatpárokat a si–Ge 
ötvözet esetében a grafikus egyensúlyi fázisdiagram-
vonalai nak digitalizálásával, Al–si és Al–Mg 
ötvözetek esetében pedig THerMoCAlC szoftver-
rel számítottuk ki. A függvények állandóit multilineá-
ris regresszióval határoztuk meg.

A si–Ge izomorf típusú ötvözet esetében kimutat-
ták, hogy

1. a kifejlesztett függvényekkel a likvidusz- és a 
szolidusz-hőmérséklet, valamint a megoszlási 
hányados a teljes koncentrációtartományban 
kiszámítható,

2. a számítás tiszta si-tól és Ge-tól is indítható, az 
eredmény gyakorlatilag azonos,

3. egy egyszerű egyenlet segítségével kimutattuk, 
hogy a si–Ge egyensúlyi fázisdiagram nem 
ideális,

 

24. ábra. A si
Als si i( )ln sXk  számításának pontossága a Si-koncent-

ráció függvényében

 

25. ábra. Különbség az újraszámított likvidusz és szolidusz, 
valamint a TC adatai között

 

21. ábra. A hőmérséklet-számítás pontossága a Si-koncent-
ráció függvényében

 

22. ábra. Az Al–Si ötvözet likviduszának meredeksége a (40) 
egyenlettel számítva a Si-koncentráció függvényében

 

23. ábra. Az si
Als si i( )ln lXk  és si

Als si i( )ln sXk  a Si-koncentráció 
üggvényében. A piros és kék köröket a TC-adatokból, a 
piros és kék vonalakat a (35) és (38) egyenletekkel számí-

tottuk ki
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4. a likvidusz- és a szolidusz-hőmérséklet és meg-
oszlási együttható hibája elsősorban a grafikus 
vonalak digitalizálásának hibájától függ.

Az Al–Mg és Al–si eutektikus típusú ötvözetek 
esetében kimutattuk, hogy:

1. a számítást a tiszta Al-tól az első eutektikumig 
lehet elvégezni (Al+si az Al–si ötvözetnél, Al 
+Al3Mg2 az Al–Mg ötvözetnél),

2. a likvidusz- és a szolidusz-hőmérséklet és meg-
oszlási hányados hibája lényegesen alacso-
nyabb, mint a si–Ge ötvözet esetében, mivel a 
THerMoCAlC által számított adatok sokkal 
pontosabbak, mint a digitalizálás során kapot-
tak.

Végül:
1. ennek a módszernek az az előnye, hogy bármely 

kutató könnyebben előállíthatja a szükséges 
egyenleteket a grafikus fázisdiagram digitalizá-
lásával vagy a CAlPHAd típusú számításokból 
származó adatok felhasználásával,

2. a likvidusz-, szolidusz-hőmérséklet és a meg-
oszlási arány kiszámítása sokkal gyorsabb, mint 
a CAlPHAd típusú számítás; ezeknek a függ-
vényeknek a kristályosodási szoftverbe való be-
építésével jelentősen csökkenthető a megszilár-
dulás szimulációjának CPU-ideje.
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Abstract: This paper presents equations derived from thermodynamic equations for calculating
the liquidus and solidus temperatures, the liquidus slope, and the partition ratio for solidification
simulations. The constants of these equations can be easily determined from measurement data
obtained by digitalisation from known diagrams or can be calculated using a CALPHAD-based
software. ESTPHAD has a hierarchical system; the developed functions of the binary systems are
used in the calculation of the functions of the ternary systems, the functions of the ternary systems
in the calculation of the function of quaternary systems, and so on. The developed method is
demonstrated by processing the liquidus and solidus of Si–Ge isomorphous and Al–Mg and Al–Si
eutectic equilibrium phase diagrams. The use of this method for calculating the functions of ternary
systems will be shown in Part II. The advantages of this method are that the equations are simple,
can be determined very quickly, and can be built into the simulation software very easily. The most
significant advantage is that the calculation time is shorter by some order of magnitude than that of a
CALPHAD-type calculation.

Keywords: thermodynamic-based functions; liquidus; solidus; partition ratio; CALPHAD

1. Introduction

In solidification simulations, the local equilibrium at the interface is usually supposed.
Thus, during the simulation, it is necessary to know the equilibrium transformation tem-
peratures as a function of the concentration (i.e., liquidus and solidus), the equilibrium
concentration of the phases at a given temperature, and so the partition coefficient [1–15].
This problem can be solved in some different ways. The simplest method is a straight line
approaching the liquidus and solidus. Many authors have used this method to describe the
different types of solidification processes (see texts on solidification [16–18]). This is a more
complicated method if they are approximated by a polynomial [19–21] or the spline [22].
Some simulations used concentrations vs. temperature maps. The map’s data can originate
from the drawn phase diagram or the results of an earlier CALPHAD-type calculation.
This map’s data can produce a polynomial to describe the liquidus and solidus and the
partition ratio by a regression analysis [23–26].

The most exact but the most complicated possibility is using CALPHAD-type soft-
ware (like Thermo-Calc, TC) as a sub-routine in the simulation software. However, the
CALPHAD-type software used in the simulation of solidification leads to relatively long
CPU times.
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