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* �ES TPHAD (ESTimation of the PHAse Diagram) koncepció: Egyszerűsített egyenletek optimalizált rendszere az egyensúlyi 
likvidusz és a szolidusz hőmérsékletnek, megoszlási hányadosoknak és likviduszmeredekségnek becslésére a kristályosodási 
szoftver egyensúlyi adatainak gyors meghatározásához.

 

Egy korábbi cikkben bemutattunk egy eljárást a kétalkotós (binér) egyensúlyi fázisdiagramok lik-
vidusz- és szoliduszvonalainak kiszámítására. Jelen cikkben a termodinamikai alapokat megtart-
va a módszert továbbfejlesztettük a háromalkotós (ternér) fázisdiagramok likvidusz és szolidus 
felületeinek közelítő számítására. Megmutatjuk, hogy az eljárás hierarchikus felépítésű, a felüle-
tek számítására használt függvények tartalmazzák a kétalkotós diagramoknál kapott függvénye-
ket. A módszer alkalmazhatóságát az Ag–Au–Pd izomorf háromalkotós egyensúlyi fázisdiagram 
likvidusz- és szolidusfelületeinek kiszámításával ellenőrizzük. A kidolgozott négyszintű eljárás 
egyes szintjeinek alkalmazása a rendelkezésre álló adatoktól és a céltól függ. Kimutattuk, hogy 
az ötvözet tiszta alap eleméhez közeli koncentrációtartomány esetén a háromalkotós egyensúlyi 
fázisdiagram likvidusz- és szoliduszfelületei néhány K hibával kiszámíthatók a kétalkotós egyen-
súlyi fázisdiagramok likvidusz- és szoliduszfüggvényeiből. Az egyensúlyi fázisdiagramok grafikus 
formában voltak elérhetőek, így a diagramok digitalizálásával nyert adatokat használtuk fel a 
számításokhoz. A függvények deriválásával meghatározhatók a felületek meredekségéi, és bemu-
tatjuk a megoszlási hányadosok kiszámítására kidolgozott becslő módszert is.
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1. Bevezetés

Az öntödei gyakorlatban (formaöntés, folyamatos 
acél-, alumínium- és rézötvözetek öntése) a végesele-
mes szimulációs szoftverek egyre fontosabb szerepet 
játszanak a technológiák tervezésében (pl. MAGMA, 
Inspire Cast, ProCast stb.). Még egyszerű esetekben is 
az öntvényt több ezer véges elemre osztják, a szilárd 
fázis hányadának, a hőmérsékletnek és sok esetben 
az olvadék áramlásának a kiszámítása egy-egy idő 
lépésben is viszonylag hosszú CPU-időt igényel, és 
az időlépések száma is nagyon nagy lehet (sok ezer, 
esetleg tízezer). A számítások elvégzéséhez ismer-
ni kell a fázisok egyensúlyi koncentrációit adott hő-
mérsékleten, illetve az adott koncentrációkhoz tarto-
zó egyensúlyi hőmérsékletet. A legpontosabb eljárás 
egy CALPHAD típusú szoftver szubrutinként történő 
használata a koncentrációk és/vagy a hőmérséklet ki-
számításához [1, 2]. Ez az eljárás akkor alkalmazható, 
ha az adott egyensúlyi fázisdiagram kiszámításához 
szükséges adatok szerepelnek az adatbázisban (valaki 
már kiszámolta ezeket). A legújabb munkák szerzői a 
termodinamikai adatok CALPHAD számítását hasz-
nálták [3–10], de több szerző is megállapította, hogy 
ez a módszer nem túl hatékony, mert különösen a há-
rom- vagy többalkotós  ötvözetek esetében a CAL-
PHAD típusú számításokhoz szükséges idő nagyon 
hosszú, és az egyes végeselemek koncentrációit egy 
időlépésben többször kell kiszámítani, iterálni kell [4, 
11–13]. Ráadásul számos esetben a szükséges egyen-
súlyi fázisdiagramok csak grafikus formában állnak 
rendelkezésre.

A probléma megoldása egy hőmérséklet-koncent-
ráció-adatbázis (map) elkészítése CALPHAD típusú 
szoftverrel, vagy a grafikus diagram digitalizálása. Ha 
valaki közvetlenül szeretné használni az adatbázist, 
akkor a megfelelő számítási pontosság érdekében létre 
kell hoznia egy nagy adatbázist, amely igen sok ada-
tot tartalmaz, (pl. minden ötvözőelemet 0,00001%-os 
felbontásban), amelynek mérete meghaladhatja a szá-
mítógép memóriájának méretét. Kétféleképpen lehet 
csökkenteni az adatbázis felbontását, majd méretét:

i) A szükséges adatbázis elkészítése csökkentett 
felbontással (likvidusz- és szolidusz-hőmérséklet a 
koncentrációk függvényében, T (XB, XC)) és a meg
felelő hőmérséklet megtalálása iterációval [11, 12] 
(adatbázis (mapping) módszer);

ii) Az adatbázis adatainak felhasználásával reg-
resszióval T (XB, XC) függvény létre hozásával [13–
16].

A [14]-ben a szerzők három különböző eljárás 
(CALPHAD szubrutin, táblamódszer, regressziós 
függvény) eredményeit hasonlították össze egy két-
dimenziós öntvény kristályosodásának szimulációjá
nál. Az öntvény 1680 elemre volt osztva. Az ötvözet 
Al-10,5 tömeg% Cu-7,5 tömeg% Si volt. Megállapí-

tották, hogy a három különböző módszer számítási 
eredményei szinte azonosak voltak, de a számítási 
hatékonyság meglehetősen eltérő volt. A CALPHAD 
szubrutin módszer, az adatbázis módszer és a regres�-
sziós függvények számítási ideje rendre  163 s, 226 s 
és 147 s volt. Így a CALPHAD szubrutin szimulációs 
módszer sokkal kevésbé volt hatékony, mint a másik 
két módszer, és a regressziós módszer számítási ideje 
~65%-a volt a tábla módszernek.

A likvidusz hőmérsékletének és a megoszlási há-
nyadosoknak a kiszámítására használt regressziós 
függvények termodinamikai háttér nélkül felírt egy-
szerű polinomok voltak alumíniumötvözetek [14, 
17–19], acélok [20–22], kerámiák [23] és sók [24] 
esetében.

Egy korábbi cikkben [25] egy új termodinamikai 
alapú módszert mutattunk be a likvidusz- és a szoli-
dusz-hőmérséklet, a megoszlási hányados, a likvidusz 
és a szolidusz meredekségének kiszámítására az ötvö-
zőelem koncentrációjának függvényében polinomiális 
(regressziós) függvények segítségével, kétalkotós 
ötvözetek esetében. A munka célja egy egyszerű és 
gyors módszer kifejlesztése volt, amely használható 
a kristályosodási folyamatok szimulációja során, le-
rövidítendő a szimuláció CPU-idejét. A módszer al-
kalmazhatóságát izomorf típusú Ge–Si és eutektikus 
típusú Al–Mg és Al–Si binér ötvözetek esetében mu-
tattuk be. A polinomok állandóit a Ge–Si fázisdiagram 
likvidusz- és szoliduszvonalainak digitalizálásával 
meghatározott adatainak, illetve az Al–Mg és Al–Si 
egyensúlyi fázisdiagramok Thermo-Calc szoftverrel 
számított adatbázisainak felhasználásával határoztuk 
meg.

A gyakorlatban használt ötvözetek általában ket-
tőnél több komponenst tartalmaznak. (pl. acélok, Al-, 
Cu-, nemesfémötvözetek). A cikkben bemutatjuk a 
módszer kiterjesztését és alkalmazhatóságát három
alkotós izomorf típusú Ag–Au–Pd ötvözetrendszer 
esetében.

2. Az ESTPHAD formalizmus termodinamikai 
alapjai háromalkotós (ternér) ötvözetek esetében

A kétalkotós rendszerhez [25] hasonlóan az ideális 
háromalkotós olvadék vagy szilárd oldat szabad ener-
giája a következő:

	
( ln ln ln ),

= + +

+ + +
A A B B C C

A A B B C C

G G X G X G X
RT X X X X X X

	 (1)

A parciális moláris szabad energiák (kémiai poten-
ciálok) az alábbiak:

	
ln , ln

.
,

ln
µ µ µ= + = +

= +
A A L A B B L B C

C L C

G RT X G RT X
G RT X

	(2)
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Egyensúlyban a parciális moláris szabadenergiák 
minden fázisban, minden alkotó esetében egyenlőek:

	 ., , µ µ µ µ µ µ= = =l s l s l s
A A B B C C 	 (3)

3. A likvidusz- (TL) és a szolidusz- (TS) 
hőmérséklet meghatározása

3.1. Likvidusz-hőmérséklet

A (3) egyenlet alapján a következő írható:

	
l

,

( , ) n

( , )ln

+

= +

s l l s
A L B C A

l l l l
A L B C A

G RT X X X

G RT X X X
	 (4)

	 ( , )ln( / ).→− = ∆ =s l l s l l l s
A A A L B C A AG G G RT X X X X 	 (5)

Az (5) egyenletből következik:

	 ) .( , /→ →  ∆ = ∆ − 
l s l s l l
A A A L B C AG H T T X X T 	 (6)

Az (5) és (6) egyenletek felhasználásával a követ-
kező írható:

	 ( ) ( )( , ) ln / ,
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=
l s
A A L l l l s
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T
	 (7)

	 ( )( , ) / ln / 1 .→

 
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A
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Figyelembe véve, hogy:

	
1

,
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= − − = − −

= =

l l l s s s
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s l s l
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Az ln függvény helyett a Taylor-sort használva:
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ahol
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az AB és az AC kétalkotós egyensúlyi fázisdiagramból 
(BEPD) származott,

( ) ( )

( ) ( )
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1 1( 1) ( 1)
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(14)

pedig az ABC háromalkotós egyensúlyi fázisdiag-
ramból (TEPD) származott.

Végül
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3.2. Szolidusz-hőmérséklet
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az AB és az AC kétalkotós egyensúlyi fázisdiagramból 
(BEPD) származott,
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pedig az ABC TEPD-ből származik.
Végül
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A (16), (17), (18) és (24), (25), (26) egyenletek 
állandói kiszámíthatók, ha az ötvözet ideális, és a kB 
és kC megoszlási hányadosok a TL és Ts hőmérséklet 
függvényeként ismertek vagy állandóak. A többi eset-
ben a BEPD-ből kapott kB és kC használható az iterá-
ció kiindulási adataiként.

A gyakorlatban az állandók a likvidusz- és szoli-
duszfelületek Calphad típusú számításával vagy digi
talizálásával kapott adatok felhasználásával határoz-
hatók meg.

4. A megoszlási hányadosok meghatározása

4.1. A likviduszkoncentrációk kB
ABC(X lB, X lC) 

függvényében
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A (15) egyenlet alkalmazásával és figyelembe 
véve, hogy:

	 ,1ln  ln=− ABC
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Ha XB = XC = 0,

   ( ) [ ],0ln , ( / ) 1 / 1 / ,→= ∆ −ABC l l l s
B B C B B Ak X X H R T T 	 (32)
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Végül
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

ABC l l
B B C

l l l l l l
ABC B C ABC B C

l l l l l l
ABC B C ABC A C

l l l l l l
ABC B C BCB B C

k X X

B X X B X X

B X X B X X

B X X B X X

(35b)

 
( )

( ) ( ){ }
,

exp ln ln , .= + ∆

ABC l l
B B C

AB l ABC l l
B B B B C

k X X

k X k X X
	 (36)
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4.2. A szoliduszkoncentrációk kB
ABC(X sB, X sC) 

függvényében

	
( ) ( )

( )
ln , ln

ln , ,

=

+∆

ABC s s AB s
B B C B B

ABC s s
B B C

k X X k X

k X X
	 (37)

ahol

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2 3 ,

ln ,  0,0 1,0 ( )

2,0 ( ) 3,0 ( )

= +

+ + +

ABC s s s s s
B B C AB AB B

s s s s
AB B AB B

k X X B B X

B X B X
	 (38)

	

( ) ( )( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

0

0 2

0 3

ln , 0,1

0,2

  0,3 ,

∆ =

+

+ +…

ABC s s s s s
B B C ABC B C

s s s
ABC B C

s s s
ABC B C

k X X B X X

B X X

B X X

	 (39)

	
( )

( ) ( ){ }
,

exp ln ln , .= + ∆

ABC s s
B B C

AB s ABC s s
B B B B C

k X X

k X k X X
	(40)

Az állandók szerkezete megegyezik a ln kB
ABC(X lB , X lC) 

függvény állandóinak szerkezetével.

4.3. A likviduszkoncentráció kC
ABC(X lB, X lC) 

függvényében

	
( )

( ) ( ) ,
ln ,

ln ln ,= + ∆

ABC l l
C B C

AC l ABC l l
C C C B C

k X X

k X k X X
	 (41)

ahol

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2 3

ln ,  0,0 1,0 ( )

2,0 ( ) 3,0 ( ) ,

= +

+ + +…

AC l l l l l
C B C AC AC C

l l l l
AC C AC C

k X X C C X

C X C X
	(42)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0

2 0 3 0

2 ,

ln , 0,1 ( )

0,2 ( ) ( ) 0,3 ( ) ( )

1,1 1,2 ( )

=

+

+ + +

+

+ 

ABC l l l l l
C B C ABC B C

l l l l l l
ABC B C ABC B C

l l l l l l
ABC B C ABC B C

k X X C X X

C X X C X X

C X X C X X

(43)

	
( )

( ) ( ){ }
,

exp ln ln , .= + ∆

ABC l l
C B C

AC l ABC l l
C C B B C

k X X

k X k X X
	(44)

4.4. A szoliduszkoncentráció kC
ABC(X sB, X sC) 

függvényében

	
( )

( ) ( )
ln ,

ln ln , ,= + ∆

ABC s s
C B C

AC s ABC s s
C C C B C

k X X

k X k X X
	 (45)

ahol

   ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2 3

ln ,  0,0 0,1 ( )

0,2 ( ) 0,3 ( ) ,

= +

+ + …

AC s s s s s
C B C AC AC C

l s s s
AC C AC C

k X X C C X

C X C X
	 (46)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 0 3 0

ln , 1,0 ( )

2,0 ( ) ( ) 3,0 ( ) ( )

1,1 2,1 ( )

1,2 ( ) ,

+ + +

+ +

ABC s s s S s
C B C ABC B C

S s s s s s
ABC B C ABC B C

s s s s s s
ABC B C ABC B C

s s s
ABC B C

k X X C X X

C X X C X X

C X X C X X

C X X

(47)

	
( )

( ) ( ){ }
,

exp ln ln , .= + ∆

ABC s s
C B C

AC s ABC s s
C C B B C

k X X

k X k X X
	(48)

A likvidusz- és szolidusz-hőmérséklethez hason-
lóan ideális ötvözet esetén az ln k függvények akkor 
számíthatók ki, ha az FAB, FAC és ΔFABC függvények 
ismertek. A gyakorlatban az állandók a likvidusz- és 
szoliduszfelületek Calphad típusú számításával vagy 
digitalizálásával kapott és adatokból  és  határozhatók 
meg.

5. A likviduszmeredekségek állandóinak 
meghatározása

Ebben az esetben két független meredekség van a két 
irányban

	

( )

( ) ( )( )

( )( )
( )

( )( )

,

2

2

 , const.

1

1 ,

, const.
.

1 ,

∂
= =

∂

∂ + + ∆

∂
=

+

=
=

+

B l l L
ABC B C l

B

l l l l
AB B ABC B C

A l
B

l l l
ABC B C

B l l
A ABC B C

l l l
ABC B C

TM X X
X

F X F X
T

X

F X X

T S X X

F X X

	 (49)

Kétalkotós esetben

	

( )

( )( )

( )( )
( )
( )( )2 2

 

1

,
1 1

∂
=
∂

∂ +

∂
= =

+ +

B l L
AB B l

B

l l
AB B

B lA l
A AB BB

l l l l
AB B AB B

TM X
X

F X
T T S XX

F X F X

	(50)

	

( )

( ) ( )( )

( )( )
( )

( )( )

,

2

2

const.,

1

1 ,

const.,
.

1 ,

∂
= =

∂

∂ + + ∆

∂
=

+

=
=

+

C l l L
ABC B C l

C

l l l l
AC B ABC B C

A l
C

l l l
ABC B C

C l l
A ABC B C

l l l
ABC B C

TM X X
X

F X F X
T

X

F X X

T S X X

F X X

	 (51)
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6. Az állandók számítási módszerei

6.1. A likvidusz és a szolidusz függvények  
állandóinak kiszámítása

Az állandók kiszámításához CALPHAD típusú szá-
mításból vagy a BEPD és TEPD vonalainak, illetve 
izotermáinak digitalizálásából származó adatbázis 
használható.

6.1.1. Első becslés (csak az AB és az AC BEPD 
ismert)

Az F lAB (X lB), F lAC (X lC) és F sAB (X sB), F sAC (X sC) adatok ki-
számítása:

	
( ) ( )
( ) ( )

1,

1,

= −

= −

l l A
AB B l l

AB B

s s A
AB B s s

AB B

TF X
T X

TF X
T X

	 (52)

	
( ) ( )
( ) ( )

1,

1.

= −

= −

s s A
AC C s s

AC C

s s A
AC B s s

AC C

TF X
T X

TF X
T X

	 (53)

E két adatbázis segítségével az F lAB (X lB), F lAC (X lC) 
és F sAB (X sB), F sAC (X sC) függvények állandói regres�-
szióval számíthatóak. Az BEPD-k likvidusz- és szoli-
dusz-függvényeinek ismeretében kiszámítható az ABC 
TEPD likvidusz- és szolidusz-hőmérséklete, feltéte-
lezve, hogy a két ötvöző kölcsönhatása az olvadék és 
a szilárd fázisban elhanyagolható, azaz

ΔF lABC (X lB, X lC) = 0 és ΔF sABC (X sB, X sC) = 0.
Ekkor

	
(

,  ,

,  .

( ) ( ) ( )

( ) ( ) )

l l l l
B C B C
s s s s
B C B C

X X X X

X X X X

= +

= +

l l l
ABC AB AC
s s s

ABC AB AC

F F F

F F F
	 (54)

6.1.2. Második becslés (az A–B, A–C és B–C BEPD 
ismert)

Ha ismert a harmadik B–C BEPD, amely nem tartal-
mazza az alapelemet, akkor annak adatai felhasznál-
hatók a F sABC (X sB, X sC) függvény állandóinak kiszámí-
tására.

6.1.3. Harmadik becslés (az A–B és A–C BEPD, vala-
mint a TEPD likvidusz- és szoliduszfelületeinek ada-
tai ismertek, a B–C BEPD nem ismert)

Ha a két ötvöző kölcsönhatása az olvadék és szilárd 
fázisban nem elhanyagolható, figyelembe véve a 
TEPD-ben szereplő összes ismert koncentrációhoz 
tartozó hőmérsékletet, kivéve a B–C BEPD adatokat:

	
( )

( )

, 1,

, 1.

l l l A
ABC B C l

ABC

s s s A
ABC B C s

ABC

TF X X
T
TF X X

T

= −

= −
	 (55)

Mivel a TEPD likvidusz- és szolidusz-hőmérsék-
letét is befolyásolják a BEPD-k (lásd az első becslést), 
a két ötvözet kölcsönhatásából eredő hatás a két hatás 
különbsége

	
( )
( ) ( ) ( )

,

 ,  ,

∆

= − −

l l l
ABC B C

l l l l l l l
ABC B C AB B AC C

F X X

F X X F X F X
	 (56)

	
( )
( ) ( ) ( )

,

 ,  .

∆

= − −

s s s
ABC B C

l s s s s s s
ABC B C AB B AC C

F X X

F X X F X F X
	 (57)

Ebből a két adatbázisból regresszióval határozhatók 
meg a ∆ F lABC (X lB , X lC) és ∆ F sABC (X sB , X sC) függvények 
állandói.

Végül

	
,

  , ,

( )

( ) ( ) ( )

l l
B C

l l l l
B C B C

X X

X X X X= + + ∆

l
ABC

l l l
AB AC ABC

F

F F F
	(58)

	
( )

( ) ( ) ( )
,

  , .

s s
B C

s s s s
B C B C

X X

X X X X= + + ∆

s
ABC

s s s
AB AC ABC

F

F F F
	(59)

6.1.4. Negyedik becslés (az AB, AC, BC BEPD, vala-
mint az ABC TEPD likvidusz és szolidusz felületének 
adatai ismertek)

Az F lABC (X lB , X lC) és F sABC (X sB , X sC) függvények állandó-
inak a kiszámításánál figyelembe vesszük a BC BEPD 
adatait is, hogy az F lABC (X lB , X lC) és F sABC (X sB , X sC) függ-
vényekből a lehető legpontosabban tudjuk kiszámíta-
ni a BC BEPD likvidusz és szolidusz hőmérsékletét.

6.1.5. A likvidusz- és a szoliduszizotermák meghatá-
rozása iterációs módszerrel

Az egyik elem (pl. XB) koncentrációját állandóan tart-
va a másik elem (pl. XC) koncentrációját 0,001 száza-
lékos lépésben növeltük, amíg a két koncentrációval 
számított hőmérséklet el nem érte a kiválasztott izo-
terma hőmérsékletét.

6.2. A megoszlási hányados állandóinak kiszámítása

Két különböző lehetőség adott: a konódák ismertek 
vagy ismeretlenek a TEPD-ben.

6.2.1. A TEPD-ben a konódák (a likvidusz- és szoli-
dusz-koncentrációpárok) a CALPHAD típusú számí-
tásból ismertek
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Első lépés: A

	
( ) ( )
( ) ( )

ln , ln , 

ln , ln

AB l AB s
B B B B

AC l AC s
C C C C

k X k X

k X k X
	

adatok számítása a CALPHAD típusú szoftverrel szá-
mított vagy digitalizált binér egyensúlyi fázisdiagra-
mok adatbázisából. Ezekből az adatbázisokból reg-
resszióval meghatározhatók a

	 ( ), ( ),
( ), ( )

l s
B B
l s
C C

X X
X X

ln ln
ln ln

AB AB
B B
AC AC
C C

k k
k k

	

függvények állandói (lásd a [18]-ban).

Második lépés: A

	
( ) ( )
( ) ( )

ln , , ln ,  ,

ln , , ln ,

ABC l l ABC s s
B B C B B C

ABC l l ABC s s
C B C C B C

k X X k X X

k X X k X X
	

adatok számítása a TEPD adataiból, felhasználva, 
hogy

	 ./  és  /  = =ABC s l ABC s l
B B B C C Ck X X k X X 	

Harmadik lépés: A

	
( ) ( )
( ) ( )

ln , , ln ,  ,

 ln , , ln ,

∆ ∆

∆ ∆

ABC l l ABC s s
B B C B B C

ABC l l ABC s s
C B C C B C

k X X k X X

k X X k X X
	

adatok kiszámítása a háromalkotós ötvözetek likvi-
dusz- és szoliduszkoncentrációiból:

( ) ( ) ( )ln , ln , ln ,∆ = −ABC l l ABC l l AB l
B B C B B C B Bk X X k X X k X (60)

( ) ( ) ( )ln , ln , ln ,∆ = −ABC s s ABC s s AB s
B B C B B C B Bk X X k X X k X (61)

( ) ( ) ( )ln , ln , ln ,∆ = −ABC l l ABC l l AC l
C B C C B C C Ck X X k X X k X (62)

( ) ( ) ( )ln , ln , ln .∆ = −ABC s s ABC s s AC s
C B C C B C C Ck X X k X X k X (63)

Negyedik lépés: A

	
( ) ( )
( ) ( )

, , ,  ,

, , ,

l l s s
B C B C

l l s s
B C B C

X X X X

X X X X

∆ ∆

∆ ∆

ln ln

ln ln

ABC ABC
B B

ABC ABC
C C

k k

k k
	

függvények állandóinak kiszámítása a harmadik lé-
pésben számított adatbázisok felhasználásával.

Végül

( ) ( ) ( ), , ,l l l l l
B C B C BX X X X X= ∆ +ln ln lnABC ABC AB

B B Bk k k (64)

( ) ( ) ( ), , ,s s s s s
B C B C BX X X X X= ∆ +ln ln lnABC ABC AB

B B Bk k k (65)

( ) ( ) ( ), , ,l l l l l
B C B C CX X X X X= ∆ +ln ln lnABC ABC AC

C C Ck k k (66)

( ) ( ) ( ), , .s s s s s
B C B C CX X X X X= ∆ +ln ln lnABC ABC AC

C C Ck k k (67)

6.2.2. Ha a konódák (likvidusz- és szolidusz-koncent-
rációpárok) ismeretlenek, a TL és Ts hőmérsékleteket 
sok koncentrációnál kell meghatározni a likvidusz- és 
a szoliduszizotermák digitalizálásával, és egy másik 
módszert kell követni.

Első lépés: A digitalizált TEPD alapján a

	
( ) ( )
( ) ( )

ln , ln , 

ln , ln

AB l AB s
B B B B

AC l AC s
C C C C

k X k X

k X k X
	

adatok kiszámítása a számított

	 /   és  /= =AB s l AC s l
B B B C C Ck X X k X X 	

adatbázisokból. Ezekből az adatbázisokból regresszió
val meghatározhatók a

	
( ) ( )
( ) ( )

,  ,

,

l s
B B

l s
C C

X X

X X

ln ln

ln ln

AB AB
B B

AC AC
C C

k k

k k
	

függvények állandói (lásd a [18]-ban).

Második lépés: Az első lépésben meghatározott függ-
vényekkel kiszámítjuk a szilárd fázis (X sB, X sC) kon-
centrációit az olvadékfázis (X lB, X lC) koncentrációiból 
a számított likvidusz izotermák mentén.

Harmadik lépés: Általában az (X sB, X sC) koncentrációk 
nem ugyanazon a számított szoliduszizotermán van-
nak, mint az (X lB, X lC) koncentrációk, iterációs mód-
szert alkalmazunk a valódi (X s*B  , X s*C ) szoliduszkon-
centráció keresésére a szoliduszizotermán.

A valódi szilárdfázis-koncentrációk adatainak  
(X s*B  , X s*C ) felhasználásával kiszámítjuk a

	
( ) ( )
( ) ( )

ln , , ln , ,

ln , , ln ,

ABC l l ABC s s
B B C B B C

ABC l l ABC s s
C B C B B C

k X X k X X

k X X k X X
	

adatokat a

	 ** / sé     /= =ABC s l ABC s l
B B B C C Ck X X k X X 	

adatokból.

Negyedik lépés: A

	
( ) ( )
( ) ( )

ln , , ln ,  ,

ln , , ln ,

∆ ∆

∆ ∆

ABC l l ABC s s
B B C B B C

ABC l l ABC s s
C B C C B C

k X X k X X

k X X k X X
	

adatbázis adatainak a kiszámítása

( ) ( ) ( )ln ,  ln , ln ,∆ = −ABC l l ABC l l AB l
B B C B B C B Bk X X k X X k X (68)

( ) ( ) ( )ln ,  ln , ln ,∆ = −ABC s s ABC s s AB s
B B C B B C B Bk X X k X X k X (69)

( ) ( ) ( )ln , ln , ln ,∆ = −ABC l l ABC l l AC l
C B C C B C C Ck X X k X X k X (70)

( ) ( ) ( )ln , ln , ln .∆ = −ABC s s ABC s s AC s
C B C C B C C Ck X X k X X k X (71)
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Ötödik lépés: A fenti négy adatbázisból kiszámítjuk a

	
( ) ( )
( ) ( )

, , , , 

, , ,

l l s s
B C B C

l l s s
B C B C

X X X X

X X X X

∆ ∆

∆ ∆

ln ln

ln ln

ABC ABC
B B

ABC ABC
C C

k k

k k
	

függvények állandóit.
Végül

( ) ( ) ( ),  , ,l l l l l
B C B C BX X X X X=∆ +ln ln lnABC ABC AB

B B Bk k k  (72)

( ) ( ) ( ),  , ,s s s s s
B C B C BX X X X X=∆ +ln ln lnABC ABC AB

B B Bk k k  (73)

( ) ( ) ( ), , ,l l l l l
B C B C CX X X X X= ∆ +ln ln lnABC ABC AC

C C Ck k k  (74)

( ) ( ) ( ), , .s s s s s
B C B C CX X X X X= ∆ +ln ln lnABC ABC AC

C C Ck k k  (75)

7. Izomorf háromalkotós Ag–Au–Pd egyensúlyi 
fázisdiagram (TEPD) likvidusz- és szoliduszfelü-
letének, megoszlási hányadosainak és a likvidusz 

felülete meredekségének kiszámítására

Számos ABC TEPD létezik, amely az esetben az AB, 
BC és AC BEPD-ok izomorfok, majd az ABC TEPD-
ek is izomorfok. Az α(ABC) egy háromkomponensű 
szilárd oldat, amelyben az A, B és C elemek korlát-
lanul oldódnak mind olvadt, mind szilárd halmazál-
lapotban. Különösen sok ilyen TEPD található az 
úgynevezett nemesfémek ötvözetei között (beleértve 
a Cu-t és a Ni-t) (pl. Au–Ag–Pd, Au–Cu–Pd, Au–Ni–
Pd, Au–Pd–Pt, Pd–Pt–Cu, Ni–Pd–Cu és Ni–Pt–Cu) és 
sok más, mint például a Cr–Ti–V, Ti–Mo–Cr, Mo–Cr–
V, Ti-Mo-V és így tovább. Az AuAgPd TEPD-t azért 
választottuk, hogy bemutassuk a számítási módszer 
alkalmazásának lehetőségét.

Az Ag–Au–Pd ötvözeteknek számos fontos alkal-
mazása van, mint például az ékszerek, katalizátorként 
a vegyiparban, valamint fogászati ötvözetként, magas 
korrózióállóságuk és biokompatibilitásuk miatt [26–
28].

7.1. Adatok a számításokhoz

Amint az elméleti részben (15) és (23) egyenletekben 
látható, az ESTPHAD módszer hierarchikus felépíté-
sű, kétkomponensű egyensúlyi fázisdiagramok függ-
vényeit használja a háromkomponensű egyensúlyi 
fázisdiagramok likvidusz- és szoliduszfelületeinek 
kiszámításához. A számítások elvégzéséhez mind a 
BEPD-k (1. ábra) [29] és a TEPD-k (2. ábra) [30] 
fázisdiagramjai csak grafikusan álltak rendelkezés-
re, így az adatok meghatározása digitalizálás útján 
történt. A BEPD-k esetében a likvidusz- és a szoli-
dusz-hőmérsékletet az ötvöző elem koncentrációját 
1 at%-kal változtatva határoztuk meg. A TEPD-k 
likvidusz- és szoliduszizotermáinak Ag- és Au-kon-
centrációs adatait lépésről lépésre határoztuk meg, a 
Pd-koncentrációt ~1%-kal változtatva. Az izotermák 
között 50 K volt.

1. ábra. a) Ag–Au BEPD [29]; b) Ag–Pd BEPD [29]; 
c) Au–Pd BEPD [29]
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7.2. A BEPD likvidusz és szolidusz hőmérsékletének, 
a likvidusz meredekségének és megoszlási hányado-

sának kiszámítása

7.2.1. Az BEPD-ek likvidusz- és szolidusz-hőmérsék-
let függvényeinek kiszámítása

A TEPD-k esetében az Ag, Au és Pd is lehet A elem 
(lásd a (15) és (23) egyenleteket). Ezért az Ag–Au, 
Au–Ag, Ag–Pd, Pd–Ag, Pd–Au és Au–Pd BEPD-k 
esetében ismerni kell a ( )l

BXl
ABF , ( )s

BXs
ABF  és 

( ),l
BXln l

ABk     ( )s
ABXln s

ABk  függvényeket. A digitali-
zált BEPD-k adatait felhasználva regresszió analízis-
sel határoztuk meg a függvények állandóit (1., 2., 3. 
és 4. táblázat). A részletes számítási módszert a 6.1. 
szakasz mutatja be (lásd (52) és (53) egyenlet).

A BEPD-k számított és digitalizált likvidusz és 
szolidusz hőmérsékleteit a 3.a1, 3.b1, a 4.a1, 4.b1 és 
az 5.a1, 5.b1 ábrán hasonlítjuk össze. A 3.a2, 3.b2, 
4.a2, 4.b2 és 5.a2, 5.b2 ábrán a digitalizált és a szá-
mított likvidusz- és szolidusz-hőmérséklet közötti 

2. ábra. a) az AgAuPd TEPD likviduszfelülete [30]; b) az 
AgAuPd TEPD szoliduszfelülete [30]
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különbség látható az ötvözőelemek koncentrációjá-
nak függvényében. Az abszolút átlagos hőmérséklet 
különbségek mind a hat BEPD-k esetében kisebbek, 
mint 1 K (5. táblázat). A fentiek alapján kijelenthető, 
hogy a számítás pontossága elfogadható. Ne felejtsük 

el, hogy a hőelemek pontossága nem jobb, mint 0,1%, 
ami kb. ±1,5 K 1500 K-nél.

A 3.a3, 3.b3, a 4.a3, 4.b3 és az 5.a3, 5.b3 ábrák 
a BEPD-ok likvidusz és szolidusz számított meredek-
ségét mutatja.

5. táblázat. A digitalizált és számított hőmérsékletek abszolút és átlagos különbségei

Pd–Ag Pd–Au Ag–Au Au–Ag Ag–Pd Au–Pd

Abs. aver. ∆T, liq., K 0.467 0.694 0.103 0.157 0.391 0.703

Abs. aver. ∆T, sol., K 0.283 0.905 0.094 0.12 0.283 0.792

3. ábra. (a1, b1): Digitalizált és számított Au–Ag, Ag–Au egyensúlyi fázisdiagramok; (a2, b2): a digitalizált és a számított 
likvidusz- és szolidusz-hőmérséklet közötti különbség; (a3, b3): a likvidusz és a szolidusz meredeksége; (a4, b4): lnkAg, 
lnkAu; (a5, b5): a digitalizált és a számított Ag-, Au-koncentrációk közötti különbség az Ag/Au koncentráció függvényében
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7.2.2. A BEPD-k likvidusz és szolidusz hőmérsék-
let-meredekség függvényeinek kiszámítása

A meredekséget a (49) és (51) egyenletek segítségével 
számítottuk ki. Az M BAB (X lB) függvényrészének állan-
dóit S lAB a 4. táblázat mutatja.

7.2.3. A BEPD-k megoszlási hányadosainak kiszámí-
tása

Az ESTPHAD rendszer hierarchikus szerkezetéből 
következik, hogy a TEPD-k megoszlási hányadosai-
nak (k) függvényei tartalmazzák a BEPD-k megoszlási 
hányadosainak a függvényeit. A megoszlási hányado-
sokat a szilárd és olvadék fázisok koncentrációinak 
hányadosaiként számítottuk ki, amelyeket egy adott 
hőmérsékleten digitalizálással határoztuk meg, és mind 
a hat BEPD ln kB

AB(X lB) és ln kB
AB(X sB) függvényeiket 

kiszámítottuk (3.a4, 3.b4, 4.a4, 4.b4 és 5.a4, 5.b4 

4. ábra. (a1, b1): Digitalizált és számított Pd–Ag, Ag–Pd egyensúlyi fázisdiagramok; (a2, b2): a digitalizált és a számított 
likvidusz- és szolidusz-hőmérséklet közötti különbségek; (a3, b3): a likvidusz és a szolidusz hőmérsékletének meredeksége; 
(a4, b4): lnkAg, lnkPd; (a5, b5): a digitalizált és a számított Ag-, Au-koncentrációk közötti különbségek az Ag/Pd kon

centráció függvényébn
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ábrák). A függvények állandóit a 4. táblázat mu-
tatja.

A ln kB
AB(X lB) függvények pontosságának ellen

őrzéséhez a szilárdfázis-koncentrációkat a likvidusz
koncentrációkból kiszámítottuk ki (Xs = k Xl). A 
számított és a digitalizált koncentrációk közötti kü-
lönbségeket a 6.a5, 6.b5, 7.a5, 7.b5 és 8.a5, 8.b5 
ábra, valamint a 6. táblázat mutatja. A különbség a 

legtöbb esetben néhány 0,1%, ami elegendő pontos-
ság a szimulációkhoz.

7.3. A likvidusz és szolidusz hőmérsékletének, a 
likviduszfelület meredekségének, valamint az Au és 
Pd megoszlási hányadosának kiszámítása AgAuPd 

TEPD-ben

A likvidusz- és szolidusz-hőmérséklet, valamint a 
megoszlási hányadosok kiszámításhoz A elemként az 

5. ábra. (a1, b1): Digitalizált és számított Pd–Au, Au–Pd egyensúlyi fázisdiagramok; (a2, b2): a digitalizált és a számított 
likvidusz- és szolidusz-hőmérséklet közötti különbségek; (a3, b3): a likvidusz és a szolidusz hőmérsékletének meredeksége; 
(a4, b4): lnkAu, lnkAPd; (a5, b5): a digitalizált és a számított Ag-, Au-koncentrációk közötti különbségek az Au/Pd kon

centráció függvényében
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6. ábra. A likvidusz- és szoliduszizotermák első becslése Ag–Au és Ag–Pd BEPD-kből számítva. (a) Likviduszizotermák és 
(b) szoliduszizotermák

7. ábra. A likvidusz- és szoliduszizotermák második becslése az Ag–Au, Ag–Pd és Au–Pd BEPD-kből számítva. a) Likvidusz
izotermák és b) szoliduszizotermák

8. ábra. Az Ag–Au és Ag–Pd BEPD-kből számított likvidusz- és szoliduszizotermák harmadik becslése és a TEPD-k izo
termáinak adatai. a) Likviduszizotermák és b) szoliduszizotermák
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Ag, Au és Pd alkotó közül bármelyiket választhatjuk. 
A számítások részleteit és a módszerek lehetőségeinek 
bemutatásához az Ag-t választottuk A elemnek.

7.3.1. A likvidusz- és a szolidusz-hőmérséklet kiszá-
mítása

Első becslés: Ha a két BEPD ismert (Ag–Au és Ag–
Pd), a harmadik nem (Au–Pd), és az is ismert, hogy a 
TEPD izomorf, de a likvidusz- és a szoliduszizoter-
mák nem ismertek. Az izotermák a következőképpen 
becsülhetők meg. Feltételezzük, hogy

( ) ( )Au Pd Au Pd, 0, , 0,l l s sX X X X∆ = ∆ =AgAuPd AgAuPd
l sF F  (76)

  ( ) ( ) ( )Au Pd Au Pd,  ,l l l lX X X X= +AgAuPd AgAu AgPd
l l lF F F 	 (77)

és így

  ( ) ( ) ( )Au Pd Au Pd,  .s s s sX X X X= +AgAuPd AgAu AgPd
s s sF F F 	(78)

A számított likvidusz- és szoliduszizotermákat 
összehasonlítottuk a 6.a, 6.b ábrán az ismert izoter-
mákkal. Az F lAgAu(X lAu), F sAgAu(X sAu) és F lAgPd(X lPd), 
F sAgPd(X sPd) függvények állandóit az 1., 7. és 8. táblá-
zat (likvidusz), valamint a 2., 9. és 10. táblázat (szo-
lidusz) mutatja.

Második becslés: Ha ismert, hogy a TEPD izomorf, 
és a harmadik BEPD is ismert (ebben az esetben az 
Au–Pd BEPD), akkor ennek a BEPD-nek a likvidusz- 
és  szolidusz-hőmérséklet-adatai felhasználhatók az 
F lAgAuPd(X lAu , X lPd) és F sAgAuPd(X sAu , X sPd) adatbázisok 
és  ezek felhasználásával a ΔF lAgAuPd(X lAu , X lPd) és 
ΔF sAgAuPd(X sAu , X sPd) függvények kiszámításához.

  
( ) *

Au Pd Au Pd

2
Au Pd ,

, 1,34318e-5

3,10933e-7( )

l l l l

l l

X X X X

X X

∆ =

−

AgAuPd
lF

	 (79)

  ( )Au Pd Au Pd

2
Au Pd .

, 3.46291e-6

 1.15366e-7(X )

s s s s

s s

X X X X

X

∆ = −

−

AgAuPd
sF

	(80)

6. táblázat. Az újraszámított és a digitalizált szoliduszkoncentráció abszolút maximális és átlagos koncentrációkülönbsége

Pd–Ag Pd–Au Ag–Au Au–Ag Ag–Pd Au–Pd

Abs. max ∆c, liq., at% 0.98 1.914 0.012 0.004 1.173 1.148

Abs. aver. ∆c, liq., at% 0.175 0.543 0.002 0.002 0.22 0.241

Abs. max ∆c, sol., at% 0.7873 0.9 0.012 0.013 1.029 0.762

Abs. aver. ∆c, sol., at% 0.286 0.28 0.002 0.005 0.213 0.221

7. táblázat. A digitalizált likvidusz- és szolidusz-
hőmérséklet és a számított hőmérséklet közötti 

különbségek a Pd–Au BEPD négy becslése szerint 

Aver. ΔT liq. K Aver. ΔT sol. K

First est. 20.72 37.7

Second est. 4.03 4.56

Third est. 10.14 7.37

Forth est. 2.98 5.64

9. ábra. A likvidusz- és szoliduszizotermák negyedik becslését az Ag–Au, Ag–Pd–Pd és Au–Pd BEPD-ekből, valamint  
az Ag–Au-Pd TEPD izotermáiból számítjuk ki. a) Likviduszizotermák és b) szoliduszizotermák
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10. ábra. A digitalizált és a számított átlagos likvidusz-
hőmérséklet közötti különbségek az Ag-koncentrációtar-
tomány függvényében. (a) 100 és 20 × n at% között és (b) 

20 × n és 20 × (n − 1) között Ag%-ban, n = 1 ÷ 5

11. ábra. A digitalizált és a számított átlagos szolidusz-
hőmérséklet közötti különbségek az Ag-koncentrációtar-
tomány függvényében. (a) 100 és 20 × n at% között és (b) 

20 × n és 20 × (n − 1) között Ag%-ban, n = 1 ÷ 5

12. ábra. A digitalizált és számított Pd–Au BEPD. (a) Első becslés, (b) második becslés, (c) harmadik becslés és  
(d) negyedik becslés
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A digitalizált és számított likvidusz és szolidusz izo-
termák a 7. ábrán láthatók.

Harmadik becslés: Figyelembe véve a likvidusz 
és a szolidusz hőmérsékletét a TEPD-ben min-
den ismert koncentrációban (az izotermáknál) (ki-
véve az Au–Pd BEPD adatait, ha azok nem is-
mertek), ezekből az adatokból kiszámíthatjuk az 

AgAuPd Au Pd( ),l l lF X X  és AgAuPd Au Pd( ),s s sF X X  ((55) egyen-
let), és a AgAuPd Au Pd,( )∆ l l lF X X  és AgAuPd Au Pd,( )∆ s s sF X X  
adatbázisokat ((56) és (57) egyenletek), majd az 

AgAuPd Au Pd( ),l l lF X X  és AgAuPd Au Pd( ),s s sF X X  függvénye-
ket ((58) és (59) egyenlet). Az F lAgAu(X lAu), F lAgPd(X lPd) 
függvények állandóit a 9. (likvidusz) és a 11. (szoli-
dusz) táblázat mutatja. A digitalizált és számított lik-
vidusz- és szoliduszizotermák a 8. ábrán láthatók.

13. ábra. A mért, digitalizált és számított (harmadik becslésű) likvidusz- és szolidusz-hőmér-
sékletek összehasonlítása három szakaszon. (a) Szakasz: Ag–50%Au50%Pd, (b) szakasz: Au–
50%Ag50%Pd, és (c) szakasz: Pd–50%Ag50%Au. Forrás: Prince et al. [30], Nemilov et al. 

[32], Pauley et al. [33] és Miane et al. [34]
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Negyedik becslés: Ebben az esetben az ∆F lABC (X lB, X lC),  
∆F sABC (X sB, X sC) függvények állandóinak kiszámítása-
kor az Au–Pd BEPD adatait is figyelembe vettük az 
Ag–Au–Pd TEPD likvidusz és szolidusz hőmérsékle-
tének a lehető legpontosabb kiszámításához (9. ábra).

Az F lAgAuPd(X lAu , X lPd ) és F sAgAuPd(X sAu , X sPd ) függ-
vények állandóit a 11. táblázat tartalmazza. A digitali-
zált és a számított likvidusz- és szolidusz-hőmérsék-
let közötti különbségeket a 10. ábra, illetve a 11. ábra 
mutatja.

Ha a harmadik (ebben az esetben az Au–Pd BEPD) 
ismert, akkor a számítás pontossága a harmadik BEPD 
likvidusz- és szolidusz-hőmérsékletének számított és 
ismert (digitalizált) hőmérsékleti adatai közötti különb-
séggel is jellemezhető. A 12. ábrán az Au–Pd BEPD 
digitalizált és számított likvidusz- és szolidusz-hőmér-
sékletének összehasonlítása és a 7. táblázatban szerep-
lő átlaghőmérséklet-különbségek láthatók.

Validálás kísérleti adatokkal

Venudhar et al. [31], Nemilov et al. [32], Pauley [33] 
és Miane et al. [34] megmérte a likvidusz és a szoli-
dusz hőmérsékletét az AgAuPd TEPD-k három szaka-
szán. Prince és mtsai [30] elemezték a mért adatokat, 
és kiszámították e szakaszok likvidusz- és szolidusz- 
hőmérsékletét (a 13. ábra számjegye). A mért, digita-
lizált és számított likvidusz- és szolidusz-hőmérsékle-
teket a negyedik becsült függvény segítségével a 13. 
ábra hasonlítja össze.

7.3.2. A likvidusz és a szolidusz meredekségének ki-
számítása

Mint korábban bemutattuk, a likvidusz- és szolidusz
felületek meredeksége könnyen kiszámítható a 
T l(X lAgAuPd) és T s(X sAgAuPd) függvények részleges deri-
váltjával ((49) és (51) egyenlet). A derivált függvé-
nyek (Sl) és (Ss) számlálójának állandóit a 12. és 13. 
táblázat (likvidusz), valamint a 14. és 15. táblázat 
(szolidusz) mutatja. Az izotermák mentén számított 
meredekségeket a 14. és 15. ábra szemlélteti.

7.3.3. Az AgAuPd TEPD megoszlási hányadosainak 
kiszámítása

A grafikusan ismert TEPD nem tartalmazza a konó-
dákat, mert az olvadék- és szilárd fázisok egyensúlyi 
koncentrációjának kísérleti meghatározása nagyon 
bonyolult. Először az adatbázis számára számos kon-
centrációt határoztunk meg a likvidusz- és szolidusz
izotermák digitalizálásával, amelyek nem voltak 
ugyanazon a konódán. Következésképpen csak be-
csült megoszlási hányadosok számíthatók ki. A szá-
mítási módszert a 6.2.2. szakasz mutatja be.
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Első lépés: Az Au és Pd megoszlási hányadosok szá-
mítása az Ag–Au és Ag–Pd BEPD-kben a 7.2.3. sza-
kaszban található. A ln kAu

AgAu(X lAu) és a ln k Pd
AgPd(X lPd)   

függvények állandói a 4. táblázatban láthatók.

Második lépés (első becslés): A ln kAu
AgAu(X lAu) és a 

ln k Pd
AgPd(X lPd) megoszlási hányadosfüggvények segít-

ségével az izotermák negyedik becsült likviduszkon-
centrációjából számítottuk ki a szoliduszkoncentrá
ciók adatbázisát. Mivel nem tudtuk figyelembe venni 
az Au és Pd kölcsönhatást, a számított szoliduszkon-
centrációk nem pontosan az ismert szoliduszizotermá-
kon voltak.

Az alábbi speciális módszerrel meghatároztuk a 
szoliduszkoncentrációt a szoliduszizotermán. Egy 
példa a 16. ábrán látható. Az izoterma (piros vonal) 
TL (X lAu, X lPd) pontjának kiválasztása után, a ln kAu

AgAu(X lPd) 
és ln k Pd

AgPd(X lPd) függvények használatával kiszámítot-
ták XAu

s* = kAu
AgAu(X lAu) és X lAu és XPd

s*  = kPd
AgPd(X lPd) és X lPd 

14. ábra. M Au
AgAuPd likviduszmeredeksége (a) Pd- és (b) Au-koncentráció függvényében az izotermák mentén

15. ábra. M Pd
AgAuPd szoliduszlejtések az (a) Au- és (b) Pd-koncentráció függvényében az izotermák mentén

16. ábra. A megoszlási hányadosok meghatározásának 
vázlata a TEPD-ben
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koncentrációkat. Az (XAu
s* , X sPd) pont a Ts* ≠ TL  izoter-

mán (szaggatott vonalon) van. A konóda a két fekete 
pont közötti szakasz.

Harmadik lépés (második becslés): Feltételeztük, 
hogy a TEPD-ben a konóda meredeksége megegyezik 
az ábrán látható konóda meredekségével, meghos�-
szabbítottuk a konódát (kék vonal) és elmetszettük az 
ismert szoliduszizotermát és megkaptuk az (X lAu, X lPd) 
koncentrációkat. Ezt a számítást megismételtük az 
összes likviduszizotermánál, sok likviduszkoncentrá-
ciónál, az így kapott szoliduszkoncentrációkat eloszt-
va a likviduszkoncentrációkkal, kiszámítottuk a két 
megoszlási hányados adatbázisát (ln kAu

AgAu(X lAu , X lPd) 
és ln k Pd

AgPd(X lAu , X lPd)). Ezeknek az adatbázisoknak a 
felhasználásával kiszámítottuk a Δln kAu

AgAuPd(X lAu , X lPd) 
és ∆ln k Pd

AgAuPd(X lAu , X lPd) adatbázisokat:
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A   Δln kAu
AgAuPd(X lAu , X lPd)   és   ∆ln k Pd

AgAuPd(X lAu , X lPd) 
adatbázisokból regresszióval számítottuk ki a 
ln kAu

AgAuPd(X lAu , X lPd) és ln k Pd
AgAuPd(X lAu , X lPd) függvé-

nyek állandóit.
Végül
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	 (84)

Ezeknek a függvényeknek az állandóit a 16. és 17. 
táblázat mutatja. A függvényekkel újraszámítottuk a 
szoliduszkoncentráció (üres kör a 16. ábrán) adat
bázist, és ezekből a szolidusz-hőmérsékleteket újra 
kiszámítottuk a T sAgAuPd függvénnyel (szaggatott 
zöld vonal a 16. ábrán). A számított konódák egyik 
példáját a 17. ábra mutatja. Az eredeti és újraszá-
mított szoliduszizotermák a 18. ábrán láthatók.

Az eredeti izotermák és az újraszámított szoli-
dusz-hőmérséklet közötti különbségeket a 19. ábra 
mutatja. Megjegyezzük, hogy a ln kAu

AgAuPd(X sAu , X lPd)  és  
ln k Pd

AgAuPd(X sAu , X lPd) függvényeket nem határoztuk 
meg, mert a kristályosodás szimulációjánál erre 
többnyire nem volt szükség. Ha szükség van ezekre 
a szimulációhoz, ugyezzel a módszerrel  meghatá-
rozhatók.

17. ábra. Számított konódák, TA = TAg . A likvidusz és a 
szolidusz negyedik becslése

18. ábra. Újraszámított szoliduszizothermák (a) a lnkAu 
AgAu(X lAu) és lnkPd 

AgPd(X lPd), (b) a lnkPd 
AgAuPd(X lAu, X lPd) függvények fel

használásával
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8. Likvidusz- és szolidusz-hőmérsékletek, 
likviduszmeredekség és a megoszlási hányadosok

Az Ag–Au, Ag–Pd és Au–Pd BEPD-k, valamint az 
Ag–Au–Pd TEPD likvidusz és szolidusz hőmérsék-
letét, likviduszmeredekségeit, megoszlási hányado-
sait új termodinamikai alapú módszerrel számítottuk 
ki. Az Ag–Au–Pd TEPD esetében négy különböző 
módszert alkalmaztunk a likvidusz és a szolidusz hő-
mérsékletének kiszámításához. Az első módszernél 
(első becslés) csak az Ag–Au és az Ag–Pd BEPD-k 
függvényeit használtuk a számításhoz, míg a máso-
dik módszernél (második becslés) az Au–Pd BEPD-t 
is alkalmaztuk. A harmadik módszerben a két Ag-Au 
és Ag–Pd BEPD mellett az Ag–Au–Pd TEPD izoter
máinak digitalizált likvidusz és szolidusz hőmérsékle-
ti adatait is figyelembe vettük (harmadik becslés), míg 
a negyedik módszernél az Au–Pd BEPD likvidusz és 
szolidusz adatait is felhasználtuk a számításhoz. Mind 
a négy módszerben kiszámítottuk a likvidusz- és szo-
liduszizotermákat. A digitalizált és számított izoter-
mákat a 6–9. ábra mutatja. A digitalizált és számított 
likvidusz- és szolidusz-hőmérsékleteket kétfélekép-
pen hasonlítottuk össze. Először az átlagos különb-
ségeket öt koncentrációtartományban hasonlítottuk 
össze 100 at% Ag és n×20 at% Ag között, másodszor 

pedig a két szomszédos 20% Ag közötti koncentráci-
ótartományban (pl. 40 és 20 at% Ag között), ami a 
10. és 11. ábrán látható. A meredekségeket és a meg-
oszlási hányadosokat csak a negyedik módszerrel ki-
számított likvidusz- és szolidusz-hőmérséklet-adatok 
felhasználásával számítottuk ki. Ezen adatok alapján 
az alábbiakat állapítottuk meg.

1. A BEPD likvidusz- és szolidusz-hőmérsékletének  
abszolút maximális és átlagos számítási hibája kisebb, 
mint 2 K, illetve 0,5 K (R2 < 0.98). Ezek kisebbek, 
mint a hőelem hőmérsékletmérési hibája a vizsgált öt-
vözetek hőmérsékleti tartományában. Ezért a számítá-
si módszer alkalmas a likvidusz- és a szilárd hőmér-
séklet becslésére bináris ötvözetek esetében. A TL(X lB)  
függvény deriváltjának felhasználásával a likvidusz 
meredeksége könnyen kiszámítható. Mint ebben az 
esetben, a fázisdiagramból is meghatározható a meg-
oszlási  hányados, és a ln kB

AB(X lB) függvény állandói is 
kiszámíthatók.
2. Ha a TEPD és a harmadik BEPD (ebben az esetben 
az Au–Pd) likvidusz és szolidusz izotermái ismeretle-
nek, de ismert vagy feltételezhető, hogy a TEPD tel-
jesen izomorf, és csak az Ag–Au és Ag–Pd BEPD-k 
F lAgAu (X lAu), F lAgPd (X lPd) és F sAgAu (X sAu), F sAgPd (X sPd) 
függvényeit használjuk a számításhoz (első becslés), 

19. ábra. Különbségek (Delta) a negyedik becsléssel számított szolidusz hőmérséklet és a megoszlási hányadosok első 
és második becslésével újraszámított hőmérséklet között. (a) 100 és 20 × n at% között és (b) 20 × n és 20 × (n − 1) között 

Ag%-ban, n = 1 ÷ 5
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akkor a likvidusz (likviduszizotermák) és 
a szolidusz (szoliduszizotermák) hőmér-
séklete megbecsülhető. A 100–60 at% Ag 
tartományban az átlagos hiba kisebb, mint 
2 K a likvidusz esetében (10a. ábra) és 10 
K a szolidusz esetében (11a. ábra). Az Ag 
saroktól távol a hiba nő, a 20–0 at% Ag 
tartományban, 10 K a likvidusz esetében 
(10b. ábra) és 18,1 K a szolidusz esetében 
(11b. ábra). A teljes tartományban (100–0 
at% Ag) 9,37 K, illetve 17,85 K likvidusz 
és szolidusz esetében. Következésképpen a 
likvidusz hőmérséklete elfogadható hibával 
számítható ki az Ag sarok közelében (100–
40 at% Ag), mert a hőelem-hőmérséklet 
mérési hibája nem jobb, mint 0,1% (1500 
K-nál 1,5 K), míg a szolidusz-hőmérsékle-
tek esetében a számítás csak becsült ada-
tokat adhat. Az első becsléssel a Pd–Au 
fázisdiagram likvidusz- és szolidusz-hő-
mérséklete viszonylag nagy hibával, (20,72 
K, illetve 37,7 K a likvidusz és szolidusz 
esetében) becsülhető meg (12a. ábra, 11. 
táblázat). Ha a harmadik BEPD nem is-
mert, akkor célszerű ezt a BEPD-t ~2%-os 
relatív hibával megbecsülni. De ez is több, 
mint a semmi.

3. Ha a harmadik BEPD (ebben az eset-
ben az Au–Pd) ismert, az Ag–Au és az 
Ag–Pd BEPD-k F lAgAu (X lAu), F lAgPd (X lPd) 
és F sAgAu (X sAu), F sAgPd (X sPd) függvényei, 
valamint a harmadik BEPD likvidusz- és 
szolidusz-hőmérsékletének felhaszná-
lásával, akkor a ∆F lAgAuPd (X lAu , X lPd) és 
∆F sAgAuPd (X sAu , X sPd) függvények is becsül-
hetők. Ennek eredményeként a hiba mindkét 
esetben hasonló az első becslés hibájához a 
100–80 at% Ag tartományban. A teljes tarto-
mányban (100–0 at% Ag) mindkét esetben 
csökkent, mert a 20–0 at% tartományban az 
Au–Pd BEPD adatainak hatására csökkent a 
hiba. A likvidusz- és a szolidusz-hőmérsék-
let hibája az Au–Pd BEPD-nél drasztikusan 
csökkent (4,03 K és 4,56 K (11. táblázat). 
Ezzel a módszerrel jelentősen javul az is-
mert harmadik BEPD becslése, ami a becs-
lée jelentős javulását mutatja.
4. A harmadik módszerben, amely az Ag–
Au és az Ag–Pd BEPDS F lAgAu (X lAu), F lAg-

Pd (X lPd) és F sAgAu (X sAu), F sAgPd (X sPd) függ-
vényeit, valamint az Ag–Au–Pd TEPD 
likvidusz és szolidusz izotermáiból kapott 
hőmérsékleti adatokat használja (kivéve az 
Au-Pd BEPD adatait) a ∆F lAgAuPd (X lAu , X lPd) 
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és ∆F sAgAuPd (X sAu , X sPd)függvények kiszámításához, a 
likvidusz-hőmérséklet átlagos hibája a teljes Ag kon-
centrációtartományban 2  K-nél kisebb. Az átlagos 
hiba 1,34 K a likvidusz teljes tartományában (100–0 
at% Ag). A szolidusz-hőmérsékletek átlagos hibá-
ja kisebb, mint 3 K a 100–40 at% Ag tartományban 
(10a. ábra), ami kevesebb, mint az 1500 K 0,2%-a. A 
szolidusz hőmérsékletének átlagos hibája a szolidusz 
teljes tartományában (100–0 at% Ag, 11a. ábra) 3,91 
K, és csak az Au–Pd BEPD közelében (a 20–0 at% 
Ag tartományban, 11b. ábra) nő 4,82 K-re. Követ-
kezésképpen a likvidusz-hőmérséklet hibája a teljes 
koncentrációtartományban jobb, mint a mérés hibája, 
a szimulációhoz használható, míg a szolidusz-hőmér-
sékletek hibája nagyobb, így csak a 100–40 at% Ag 
tartományban megfelelő.

A likvidusz és szolidusz Au–Pd BEPD hibája na-
gyobb, mint a második becslés hibája, mivel ennek a 
BEPD-nek az adatait nem vettük figyelembe (11. táb-
lázat).

5. Az Ag–Au–Pd TEPD likvidusz- és szoliduszizoter
máiból kapott F lAgAuPd (X lAu , X lPd) és F sAgAuPd (X sAu , X sPd) 
függvények és hőmérsékleti adatok, valamint az 
Au–Pd BEPD (negyedik becslés) adatai alapján a 
számított likvidusz- és szolidusz-hőmérséklet hibája 
nagyon hasonlít a harmadik becslés hibájához (10. és 
11. ábra). Ennek a változatnak az a célja, hogy javítsa 
az Au–Pd BEP likvidusz- és szolidusz-hőmérsékleté-
nek számítását, így a hiba elfogadható a likvidusz- és 
szoliduszizoterma negyedik becsléssel történő kiszá-
mításakor (2,98 K és 5,64 K, 11. táblázat).

6. Egyes szerzők [22–24] az Ag–Au–Pd TEPD há-
rom szakaszában mérték a likvidusz és a szolidusz 
hőmérsékletét: Ag–50at%Au50at%Pd, Au–50at%
Ag50at%Pd és Pd–50at%Ag50at%Au (12. ábra). A 
mért adatokból a szerzők likvidusz- és szoliduszgör-
béket állítottak össze ezekben a koncentrációtartomá-
nyokban. A görbéket digitalizáltuk (pontozott görbék) 
és összehasonlítottuk az ESTPHAD számításokkal 
(negyedik becslés, folytonos görbék). A digitalizált és 
a számított görbék közötti különbség elhanyagolható,  
a mért adatok becslése ezen görbék segítségével elfo-
gadható, tekintve, hogy 1300 és 1800 K között nehéz 
pontosan mérni a hőmérsékletet.

7. A megszilárdulási szimulációk során a likvidusz 
lejtőit sokszor használják. A 14. és 15. ábrán a likvi-
dusz és szolidusz meredekségei láthatók, majd az izo-
termák (lásd (49) és (51) egyenlet). Ez a két ábra jól 
mutatja az ESTPHAD módszer lehetőségeit.

8. Mivel a hőmérsékleti adatok nem CALPHAD tí-
pusú számításokból, hanem a likvidusz- és szolidusz-

felületek izotermáinak digitalizálásából származnak, 
nincsenek kongruens likvidusz- és szoliduszkoncent-
rációk,  a konódák nem ismertek. A BEPD-k megoszlá-
si hányadosaiból kiindulva  becslési módszert dolgoz-
tunk ki a megoszlási  hányadosok meghatározására a 
TEPD-ban. .Az első lépésben  a BEPD-ok megoszlási 
hányadosait használtuk (első becslés). A 100–40 Ag% 
tartományban a számított hőmérséklet hibája kisebb, 
mint 6 K, ami ha más nincs, használható becslésként, 
de a 40–0 Ag% tartományban a hiba nagyon jelen-
tősen megnő, és nem használható becslésként sem. Az 
általunk kifejlesztett módszerrel (második becslés) a 
hiba 2 K körül van 100–60 Ag at% tartományban, ami 
10 K/at% meredekségnél 0,2 at%-os, 5 K/at%-os me-
redekségnél 0,4%-os hibát okoz, ami szimulációkban 
is elfogadható. Meg kell azonban jegyezni, hogy mi-
vel az eljárás közelítést tartalmaz, nevezetesen, hogy 
a TEPD-ben a konódák meredeksége megegyezik a 
BEPD megoszlási hányadosaiból meghatározott ös�-
szekötő vonalak meredekségével. Ha ez a közelítés na-
gyon különbözik a valóságtól (ami nem túl valószínű), 
akkor a hiba sokkal jelentősebb lehet.

9. Összefoglalás

Termodinamikai alapon bebizonyítottuk, hogy a 
BEPD-k likvidusz- és szoliduszvonalainak számítá
sára kifejlesztett módszer kiterjeszthető a TEPD-kre 
is. A függvények hierarchikus rendszerrel rendelkez-
nek; a TEPD-k számára kifejlesztett függvények tar-
talmazzák a TEPD-t alkotó BEPD-k függvényeket. 
Az izomorf TEPD Ag–Au–Pd likvidusz- és szolidusz
felületeinek számítása az ESTPHAD használhatóságát 
mutatja. Mivel ez a TEPD csak grafikusan (képként) 
ismert (CALPHAD típusú számítási adatok nem áll-
nak rendelkezésre), a hőmérséklet-koncentráció-ada-
tokat likvidusz- és szoliduszizotermák digitalizálásá-
val határoztuk meg. A likviduszfelület meredekségét 
a  likviduszfüggvények deriváltjaival számítottuk ki. 
A megoszlási hányadosok függvényeit közelítő eljá-
rással határoztuk meg. A számítások a következőket 
bizonyítják.

1.	A TEPD likvidusz- és szoliduszfelületei még vi-
szonylag jelentős ötvözési tartományban is ki-
számíthatók az alapelemet tartalmazó két BEPD 
likvidusz- és szoliduszfüggvényeinek felhasz-
nálásával, ha a TEPD izotermái nem ismertek 
(első becslés);

2.	Ha ismert a harmadik BEPD, amely nem tartal-
mazza az alapelemet, akkor a számítás pontosí-
tására használható (második becslés);

3.	A függvények a likvidusz- és szoliduszfelületetek 
(izotermák) adatainak ismeretében a szimulációk-
hoz szükséges pontossággal képesek kiszámítani 
a likvidusz- és a szolidusz-hőmérsékletet a teljes 
koncentrációtartományban (harmadik becslés);
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4.	A harmadik BEPD alkalmazásával, ha az ismert 
(a második becsléshez hasonlóan), a számítás 
tovább finomítható (negyedik becslés);

5.	A likvidusz felületének lejtői a likviduszfelület 
funkciójának deriválásával számíthatók ki;

6.	A grafikusan ismert TEPD-k esetében a meg-
oszlási hányadosok nem ismertek, de a BEPD-k 
megoszlási hányadosainak és a munkában ki-
dolgozott közelítési módszernek a felhasználá-
sával jó eredmény érhető el, amely viszonylag 
nagy koncentrációtartományban használható a 
kristályosodás szimulációja során;

7.	A likvidusz-, szolidusz-hőmérséklet, likvidusz
meredekség és a megoszlási hányadosok szá-
mítására használt függvények hierarchikus fel-
építésűek, a TEPD esetében a számításokban 
használt függvények tartalmazzák a BEPD-ben 

használt függvényeket, kiegészítve a TEPD 
adataiból számított delta-függvényekkel. Amint 
azt további cikkeinkben bemutatjuk, ez az elv 
kiterjeszthető a négy, öt stb. ötvözőelemet tar-
talmazó EPD-k kiszámítására.

10. Következtetések

Az ESTPHAD módszerrel grafikusan ismert hármas 
egyensúlyi fázisdiagramok (TEPD-k) esetében a meg-
szilárdulás szimulációjához szükséges összes függ-
vény (likvidusz, szolidusz, meredekség és megoszlási 
hányados) meghatározható. A függvények nagyon 
könnyen meghatározhatók, ha a diagramok ismer-
tek. A függvények használata jelentősen csökkentheti 
(nagyságrendekkel) a szimulációkhoz szükséges időt.

Jelölések

Betűszavak
CALPHAD CALculation of PHAse Diagram
ESTPHAD ESTimation of PHAse Diagram
EPD egyensúlyi fázisdiagram
BEPD kétalkotós (binér) egyensúlyi fázisdiagram
TEPD háromalkotós (ternér) egyensúlyi fázisdiagram

Szimbólumok
G az ötvözet szabad energiája
μA, μB, μC parciális moláris szabad energia (kémiai potenciál)
GA, GB, GC az A, B és C elemek szabad energiája
G lA , G lB , G lC  az A, B és C elemek szabad energiája olvadékfázisban
G sA , G sB , G sC  az A, B és C elemek szabad energiája szilárd fázisban
XA, XB, XC az A, B és C elemek koncentrációja az ötvözetben
X lA, X lB, X lC az A, B és C elemek koncentrációja az olvadékfázisban
X sA, X sB, X sC az A, B és C elemek koncentrációja a szilárd fázisban
μ lA, μ lB, μ lC az A, B és C elemek parciális moláris szabad energiája az olvadékfázisban
μ sA, μ sB, μ sC az A, B és C elemek parciális moláris szabad energiája a szilárd fázisban
ΔGA

l→s, ΔGB
l→s szabadenergia-változás az A és B elemek kristályosodásánál

T abszolút hőmérséklet
ΔHA

l→s, ΔHB
l→s, ΔHC

l→s az A, B és C elemek entalpiaváltozása kristályosodásnál
TA, TB, TC az A, B és C elemek olvadáspontja
TL(X lB, X lC), Ts(X sB, X sC) az A–B–C TEPD likvidusz- és szolidusz-hőmérséklete
R általános gázállandó
kB

AB, kC
AC a B és C elemek megoszlási hányadosa az A–B és A–C ötvözetekben

kB
ABC, kC

ABC a B és C elemek megoszlási hányadosa az A–B–C ötvözetben
M BABC, M CABC likviduszmeredekség az A–B–C TEPD-ben
S lABC (X lB, X lC), S sABC (X sB, X sC) a függvény számlálója a likviduszmeredekség számításánál
F lAB (X lB), F lAC (X lC) és F sAB (X sB), F sAC (X sC) adatbázis az F lAB (X lB), F lAC (X lC) és F sAB (X sB), F sAC (X sC) függvények ál-

landóinak a számításához
F lABC (X lB , X lC), F sABC (X sB , X sC) és 
∆F lABC (X lB , X lC), ∆F sABC (X sB , X sC)

adatbázis a ∆F lABC (X lB , X lC), ∆F sABC (X sB , X sC) függvények állandóinak a 
számításához

A lAB (i) és A sAB (i) az F lAB (X lB) és F sAB (X sB) függvények állandói
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