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Abstract

The study summarises the most important steps of model-construction in 4D. It thus considers the
different types of 4D sampling and the possibilities for using them. The process of kriging estimation in
3D is also examined along with the related forecasting methods (i.e. trend calculation and random
processes). The presented methods are demonstrated with a case study.

Osszefoglalds —————— ————————

A tanulmany osszefoglalja a négydimenziés modell-alkotds legfontosabb 1épéseit. Ennek soran
targyalja a mintak fajtit és felhasznaldsi lehetségeit, a térben és id6ben krigeléssel torténd becslés
folyamatat és az elGrejelzési lehetGségeket (trendszdmitds és sztochasztikus folyamatok). A bemutatott
eljarast egy konkrét példa szemlélteti.

Bevezetés

A természeti folyamatok dltaldban négy dimenziéban, a harom dimenzi6s térben
és idében zajlanak. A folyamatok intenzitisdt és mértékét szamos tényezd
befolyasolja. Ezek hatésa lehet trend- és véletlen jellegii. Amennyiben a folyamat
vizsgalatira megfigyel6 halozatot épitettiink ki, a megfigyelési adatokbél
elgallithato a folyamat 4D-s modellje, a modell 3D-s metszetei térkép forméjaban
abréazolhatdk és sziikség szerint a varhaté viszonyok prognosztizalasara is mod
nyilik (FUsT & SzEP 1979; FUsT 1991a, b, 1992, 1997, 2002; MOLNAR & FUsT 2002, 2005;
FUST et al. 2005).

A természeti folyamatok modellezésére szdmos matematikai eljards, igy a
specidlisan dtalakitott geostatisztikai és geomatematikai médszerek is alkalmasak
lehetnek (KRIGE 1987). A modelleknek altaldban két f6 csoportjat lehet elkii-
I6niteni. Léteznek analitikus modellek (NOVAKI [szerk.] 1990; TIEN-CHANG LEE
1998) és sztochasztikus modellek. A koévetkezékben ez utébbiakrél adunk
attekintést.

A megfigyelési rendszer és a mintdk halmaza

Tételezziik fel, hogy valamely természeti folyamat (példaul a karsztvizszint-
valtozas) vizsgdlatira az érintett terilleten n szdmd, az orszdgos térképezési
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rendszerben értelmezett, ismert x, y, z koordinat4ji megfigyelési helyet (mérs-
allomast) létesitettiink. Ezeken, valamely paraméterre, tetsz6leges idSpontokban,
méréseket végziink. A mérés eredmenyet jelole: Z(x,y,z,T) (i=12..mj=12,

. m), ahol m, — az i-edik mérési helyen végzett 6sszes mérések szdma. Az 6sszes
megﬁgyelesek szama tehat:

n
n = Zm‘ .
i=1

Tekintettel arra, hogy az i-edik mérési helyen a mintavétel nem feltétleniil azonos
id6kozokben tortént, tovabba a mintavétel ideje az n szdmi mérési helyen is eltéré
lehet, a feldolgozashoz az adathalmaz el6zetes atdolgozésa sziikséges. Az egy-
szerﬁbb kezelhet6ség érdekében vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: Z,(x,y,z,T) =

Z; by — az id6beli becslés-, ¢, — a z-irany becslés stlytényezsje valamely mérési
helyen a; — az adott z koordinatdra és idépontra vonatkozé x,y sikbeli becslés
sulytenyeZOJe

Valamely x,y,z tér- és T id6koordinatéval jellemzett helyre és idére vonatkozd
becslés célszertien harom lépésben valdsithaté meg. El6szor minden mérési helyen,
az azonos id6pontra vonatkozé mintakbdl minden lehetséges id6pontra becslést
végziink a kivant z koordinatara. Becsiiljiik tehat a

mir.
Zy= chz T

Jj=t

értéket, ahol m; — a becslésbe bevont mintdk szama: m;,. < m,. Ezt kovetSen minden
mérési helyen a kivant T id6pontra vonatkozé becslést végezziik el:

Zi;‘ = Zbgz;r »

J=t

ahol m;- a becslésbe eziittal bevont, el6z6leg mar képzett (becsiilt) értékek szdma:
m, < m,. Ezt kovetSen a kivant x,y koordinataji helyre végziink becslést:

N
. .
z =3 a,Z, .
i=1

ahol N’ — a becslésbe bevont, T idSpontra és z koordinatéra becsiilt értékek szama:
N < n. Az el6bbiekben harom Iépésben elvégzett becslés egy egyenlettel is felirhato,
a kovetkezok szerint:

myy

z" ZaVZbUZICUZ

Az egyutthatokra vonatkozdan teljestilnek a

feltételek.
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Ha a becsléshez valamely tavolsagfiiggs egyszer(i stlyozastechnikai eljarast (a
mintatdvolsag valamely hatvanyanak forditott értékével torténd sulyozott atlag
képzés) alkalmazunk, az egyiitthatok egyszertien szdmithatdk. Ha viszont ennél
pontosabb eredményt kivinunk és a becsléshez krigelést alkalmazunk, ehhez a
kovetkezd harom féle félvariogramra van szikség:

— megfigyelési helyenkénti, vagy célszerfien 6sszesitett (helyfaggetlen) z irdnyt
Y(2),
= egy hasonlé modon képzett id6beli y(t) ~ tovdbba
— egy z,t koordinatakhoz kotott (k) félvariogram.
Ezek meghatarozdsara a kés6bbiekben térink ki.

Az id6ben és térben lejatsz6dd természeti folyamatot tehat egy olyan geomate-
matikai modellel irjuk le, amelyben feltételezziik, hogy az idébeli és térbeli valtozas
staciondrius ugyanakkor a z iranyt és az idébeli valtozas helyfiiggetlen.

A négydimenziés modell elgallitisanak folyamata

A természeti folyamat geostatisztikai modellje pontméretfi- és nem pontméretii
mintdkra épiilhet. A fiiggdleges értelmi és idSbeli becslés lehet interpolacié és
extrapolaci6. Ez utébbirél az elérejelzési modszerek kapesan szélunk. Interpolacio
esetén a becslés torténhet példaul krigeléssel, valamely egyszerii sulyozastechnikai
eljaras alkalmazasaval, spline fiiggvénnyel és teljes illeszkedésti trenddel. Ezek
kozul a kovetkez6kben csak a krigeléssel foglalkozunk.

Fiiggdleges értelmil és iddbeli becslés krigeléssel, pontméretii mintkbol

A feladat elvégzéséhez szitkségiink van a paraméter fiigg6leges értelmii valto-
zését leird y,(z), valamint az id6beli mozgast kifejez y(t) félvariogramra. Elvileg, ha
m, >>0, mindkét félvariogram megfigyelési helyenként is elballithaté lenne,
példaul z irany esetre:

7(2), 3
yir(Z)" :;A?—‘ 2 [ i f(/*C)T]k’

ahol M, (z) — az i-edik mérési helyen, valamely T id6pontban, adott z-hez tartozé
mintaparok szdma. Tekintve, hogy m, << e, praktikussagi okokbdl célszeriibb mind
a z irdanyd, mind a T szerinti félvariogramnal feltételezni, hogy a valtozas fiiggetlen
az x,y koordinataktol és a kovetkezd 6sszefliggésekkel szamolni:

M (=) n 4,00),

7’1(2): ‘nil'"” i Z [Zu'r 7Z:’(f+.¥r]2 , (t)‘f '''''' kz Z[ ZY’?(TFA]"‘ >

23 My () ZM ORERE
=/

i=1

ahol most M,(t) az adott i-edik mérési helyen, adott t-hez tartoz6 becstilt értékpéarok
szama.
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A y,(z) és a y(t) empirikus félvariogramokra elméleti fiiggvényt illesztve a y,*(z) és a
v*(t) elméleti félvariogramokat kapjuk. Ezt példaul y*(t) esetén a kovetkezo hatarok
kozott értelmezziik:

() =0 ha  7=0

v @) =fw ha 0<t<aq,

y*(f)=(C + Cy), ha t=a,.

Az Osszefliggésekben f(t) — az empirikus félvariogram felszallo agat kozelits
elméleti fliggvény, a,— ahatasid6, amely a hatdstavolsaggal anal6g fogalom, (C + C,),

2
1 L ]
° 1,31 (jan. 19)
0,43 (jan. 5.) 1,61 (mére. 20.)

0,96 (marc. 10.) P

z* ° =2
(jan. 19,) =7

3
o

L11 (jan. 2)
1,16 (jan. 20.)
1,41 (apr. 8)
1. dbra. A mintak elhelyezkedése
és a mért értékek az adott pél-
déban

Fig. 1. Location of samples, and the
measured parameter values, in the
example

a,] 1007 0038 1
a, |=|0,038 0,07 I

A becsiilt érték tehat: Z’;(‘m )
y = 1,31. A 3. mérési helyen jan. 19-re végzett becslés:

A 2. mérési helyen Zl(j.m

a, 0,07 0,051

a, 0,051

a, | 0,012 0,021

u 1
A =1,1651.
(jan. 19.)
A tertileti

becsléshez

- pedig az iddbeli félvariogram kiiszobszintje. A
szamitds menetét a kovetkez§ példa (Fust 2002)
szemlélteti (1. dbra). Az abra egy szamos elembd] 4ll6
mintavételi halmaz kivalasztott harom elemének
elhelyezkedését, a rdjuk vonatkozé mérési adatokat és
az adatgyfijtés id6pontjat mutatja.

A példaban minden mért paraméter érték azonos z
koordinatdra vonatkozik. Végezziink becslést az 1.
dbrdn lathato P pontra, januér 19-én! Az iddbeli valto-
zést kifejez6 félvariogram felszallo dganak egyenlete:

7*(t) = 0,01 + 0,0005¢; a hatasidS 4, = 120 nap.

El6szor szamitjuk a paraméter értékét mindharom
mérési pontban jan. 19-én. Természetesen a 2. pontban
nincs szitkség szamitasra.

Az 1. mérési helyen a krigelési egyenlet a kovetkezd:

-1

0,0537 [0,78125
10,035 |=]0,21875
1 o] |-001 -0,01

= 0,781250,43 + 0,218750,96 = 0,5459.

1

0,012 1] [0,0515 0,2699

0,07 0,021 1 0,0595| | 0,6556

007 1 00205| | 0,0745

1 I 0 1 -0,0017
az egyes tavolsdg reldcick a kovetkezdk:

12 =58 m; 13="70 m; 23 = 43 m; 1P = 53,5 m; 2P = 27,5 m; 3P = 19 m. A teriilet
egészére vonatkozo adatokbol szamolt, a tertileti félvariogram egyenlete jan. 19-én
a kovetkezé:



Fust A.: Természeti folyamatok négydimenzids krigelt modelljei 411

}‘z(zau.l‘))(h): 0 h=0

h I’
Vetjansn) )= 0,6{1,5 7 -0,5 W} O<h<a

C
V_(,M.zy)(h): 0,6 hza
A krigelési egytitthatdk szamitdsara szolgald egyenlet a P pontra:

1

Q

f 0,6 0,061823 0,013477 1] [0,087850 0,099524
5 0,061823 0,6 0,162836 1 0,302811| | 0,344706
8 10,013477  0,162836 0,6 1 0,390269 | | 0,555770

0

I 1 1 1 -0,000665

5]

Q

A becsiilt érték: Z?M o= 1,1672. A becslési szérés kizarolag a sikbeli becslésre vo-
natkozéan e

0,087850
1
02 =0,6-[0,099524 0,344706 0,555770 0,000665] 0,302811 =0,2693; G = 0,519 .
0,390269
1
Vegyuk tekintetbe az idébeli becslés szorasat is!
0,053
6} =0,07-[0,78125 021875 0,01}|0,035|=0,0109375; % =0 :
1
0,0515
0,0595
02 =007-[0,2699 06556 0,0745 0,0017] 0.0205 |~ #0138647 .

Az atlagos idSbeli szérasnégyzet: 0,0082674.
Az egyiittes becslési hiba: o, =t: 0,2693+0,0082674 = ¢-0,527. 95%-0s
val6szintiségi szinten o _ = 1,054.

Interpoldcié nem pontméretid mintdk esetén
Ha a mintdk nem pontmérettiek, hanem valamely mélységi (z-irdnyt) vagy idg-

intervallumra vonatkoznak, akkor példaul intervallumbecslés esetén a 2. dbrdn
lathat6 esetek fordulhatnak eld.
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id6tengely Feltételezve, hogy z irdnyban

adathiany  Z(t3) Z(ts) nincs valtozas, az interpolaciét a

Z(t‘l) Z‘(tj) i(tf | Z(te) ‘ Zit,) kévetkez6 médon célszerii végezni.
T

Az 1. esetben pontméretli helyre
vonatkoz6 becslést végzink, és a
| | l i | B pont valamely minta tartomanyan
= beliil van. Ez esetben a becstlt érték
megegyezik annak a mintdnak a
@ paraméter értékével, amelyben a
pont taldlhaté (esetiinkben: Z(t)). A
2. eset szintén pontbecslés, de a pont
két mintatartomany hatérara esik.
2. dbra. Lehetséges becslési szitudciok nem pontmérets  Ez esetben a becsiilt érték a hatér két
mintak esetén oldalan 1év6 minta (az dbra szerint
Fig. 2. Possible estimation situations in case of non point Z(t5) és Z(t7)) paraméfer értékének
samples (idétengely = time axis, adathidny = shortage of ~ egyszer(i szamtani atlaga. Ha a hatar
data, a mintdk (id6) tartomdnya = zone (in time) of samples) egyik oldalén adathiény van, vagy a
mért érték nulla, akkor a becsiilt
érték a masik oldal mért paraméterértékével egyenls. A 3. eset szintén pontbecslés,
de a becslés helyén adathiany van. llyenkor a kivant helyre szabalyos pontkrigelést,
vagy mas stlyozasos pontbecslést végziink. A becsléshez felhaszndlt mintakat a
hatéstavolsag ismeretében, a becslési hely és a minta kozéppontok kozotti tavolsag
alapjan vélogatjuk Ossze. A 4. eset intervallumbecslés, de a becslési hely beleesik
valamely minta (az dbrén Z(t,)) tartomanydba. Illyenkor a becsiilt érték megegyezik
aminta paraméterértékével. Az 5. eset szintén intervallumbecslés, de a becslési hely
egynél tobb mintat (az abran Z(t) és Z(t)) érint. Ilyenkor a becsiilt érték
meghatarozhaté intervallum-krigeléssel, de a mintak igénybevett (idd)tarto-
manyéval stalyozott atlagként is. A 6. eset olyan intervallumbecslés, amelynél a
becslési hely adathidnyos részre esik. Ilyenkor ugyantgy jarunk el mint a 3. esetben,
azzal a kiillonbséggel, hogy a becslés most intervallumra és nem pontra vonatkozik.
A 7. esetben a becslési hely részben adathidnyos teriletre esik. Ilyenkor, mint a 6.
esetben, szabalyos intervallumbecslést végziink. A 8. esetben a becslési hely
talnyulik a mintdk (id6)tartomanyan. Ilyenkor a becstilt értéket vagy az el6rejelzési
madszerek valamelyikével szamitjuk, vagy egyszerfien megegyezdnek vesszik a
mintatartomanyba esé értékkel.

T T
a mintak (id6) tartomanya

@

Adott iddpontra vonatkozd becslés az x,y sikon

Az el6bb leirt interpolacié révén lehetdség addédik arra, hogy a T idépontra
becsiilt értékekbdl tertileti félvariogramot szdmitsunk az adott T id6pontra. A fél-
variogram egyenlete:

N )

1 . N 2
Yor (h)zw - kf? 72(;4}1)1] ’

2N (h) <
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ahol N(h) a mintaparok szdma az adott T id6pont és h tavolsag mellett. Ha az igy
szamitott y,(h) empirikus félvariogramra elméleti fiiggvényt illesztiink, médunk
van a paraméter krigelt térképének elSéllitdsira a z szintre és T id&pontra
vonatkozdan. Ha a z irdnya becslés atlagos becslési hibdja o, az idSbelié o4 a
sikbeli becslés adott helyre vonatkozé becslési hibaja pedig o, akkor a z szintre, és

T id6pontra vonatkozé paraméter becslés becslési hibdja: 0,,,,, = tV o+ 05+0,.

Prognéziskészités

A természeti folyamatok 4 dimenziés modelljének elGéllitasa soran el6fordulhat,
hogy az interpoldci6 lehetsége nem all fenn, igy elérejelzést kell végezni. A prog-
néziskészités elfogadhatd pontossaggal, mind térben, mind id6ben megvalésithaté.
fgy méd van arra, hogy elére jelezziik valamely paraméter térképet olyan id6-
pontra, amelyben mérés még nem torténhetett. A kérnyezetvédelemben példaul a
progndzis az x,y,z,T négydimenzi6s térben késziil. A feladat azonban felbonthato
egy id6beli és egy térbeli prognézis elGallitdsara. Ha az iddbeli prognosztizalas
lokélisan mar megtortént, a térbeli progndzis interpolaciéva egyszerfisodik.

Az egydimenzids progndzis lehetségek koziil legegyszer(ibben a trendszimitds
kezelhet$. A szamitott trend azonban célszer(ien nem lehet teljesen illeszkeds, mert
igy olyan undulacio iéphet fel, amely mar nem tekinthet6 redlisnak. A szamitott trend
feltételei kozott esetenként szerepeltetni kell azt a kovetelményt is, hogy az egyen-
letbsl szamithat6 érték nem lehet negativ. A trendegyenlet egyutthat6it a négyzet-
osszeg minimumfeltétellel hatarozzuk meg. Ennek részletezését 1. kés6bb.

El6zetes vizsgalatokkal eldonthets, hogy az elSrejelzett értékre mely mintik
gyakorolnak hatast (3. dbra). Id6beli prognoézishoz tehat célszertien a hatasidén
beliili mintdkra vonatkozdan szamolt trendfiigvényt célszerdi felhaszndlni. Ez a
trendfiiggvény esetenként lehet teljesen illeszked§ is. Az itt szdmithaté hatasidé
nem tévesztend6 Ossze az
idébeli véltozast kifejez6
félvariogram hatasidejével. a prognosztizalt értékre I
Az elbrejelzés esetében sza- prognosztizalt
molt hatdsidé ugyanis, az érték \
elérejelzés mint extrapolacié \
idébeli bazishosszat, mig a
félvariogram harédsideje azt

hatast gyakorlé mintak

&

parameéter érték

pmgnézis
ideje

|
|
|
|
|
|
i
i
|
-— >

I

!

. . . 1
az id6tartomanyt jelenti, trendfliggvény | |
amelyben a krigeléshez mint : .
interpolaciéhoz felhasznal- hatasidé | id

haté mintak elhelyezkednek.
A paraméterek elSrejelzé-

se szamszerden és grafiku- 5 4., A prognézisra hatdst gyakorlé mintak, a hatdsid$ értel-
san torténhet. A kovetkez8k-  mezése

ben’CSdk a Slamszefu elor?- Fig. 3. Samples have an effect on forecasting, interpretation of range in
JEIZes fontosabb médszerei- time (paraméter érték = parameter value, id6 = time, a progosztizilt
vel foglalkozunk. ériékre hatdst gyakorld mintdk = samples affect for forecasted value,

Az egy dimenzidban tOr-  prognosztizilt érték = forecasted value, trendfiigguény = trend
téné prognoézis készitésére  function, progndzis ideje = forecasting time, hatdsids = range in time)
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szamos moddszer ismeretes (BOX & JENKINS 1970; MAKRIDAKIS & WHEELWRIGHT 1978;
MECSEKI et al. 1986, 1987; FUsT 2002.). Miel6tt azonban ezeket alkalmaznank, szamos
vizsgalatot kell elvégezniink. Vegyiink alapul egy olyan megfigyelési (mérési)
sorozatot, amelynek szerkezetér6l még semmit sem tudunk. Nem tudjuk azt sem,
hogy a vizsgdlt sorozat teljesen véletlenszerfi, vagy sem. Tegyiik fel, hogy Z, = (1),
Z,= &), .. 7, = &n).

Elso lepesbeﬁ modellezziik ezt a sorozatot a &(1), &2), .., &(n) sztochasztikus
folyamattal! El6szor meg kell vizsgdlnunk, hogy a folyamat ,fehér zaj”-szerii-e. A
nullhipotézis tehat:

H, : A folyamat azonos eloszlast és korrelalatlan.

A nullhipotézist ellendrizhetjiik példaul a csticsprébaval, vagy a szomszédos
pontok killonbségének elSjelén alapulé probaval. Ha a préba a nullhipotézist nem
igazolta, azaz a vizsgalt folyamat nem ,fehér zaj”, akkor lehetséges, hogy attél csak
egy m, (k) determinisztikus taggal, a polinomialis trenddel tér el, vagyis a folyamat a

&(k) = my (k) + e(k)

modellel kozelithets, melyben k = 1,2, ..., n értékeket vehet fel. A modellben &(k)
jelenti a nuila varhat6 értékd ,fehér zaj”’-t. Az (k) differencidk sorozatat Gjra meg
kell vizsgalni, hogy azok valdéban ,fehér zaj’-nak tekintheték-e. Ha nem, akkor
el6fordulhat, hogy a polinomidlis trendt6] valo eltérések még periodikus valtozést is
mutatnak, azaz &(k) = m,(k) + £'(k). Igy a folyamat a

&) = my(k) + myfk) + &'(k)
modellel kozelithets, ahol m, (k) egy polinomialis, m,(k) pedig egy harmonikus
trendet jeldl, (k) pedig mar minden valésziniiség szerint mar ,fehér zaj’-nak
tekinthet6. Megjegyezziik, hogy egyszer(ibb prognézisok készitésénél altaldban
nem lépnek tovdbb a trendfiiggvényeknél, s6t esetenként csak a polinomjalis

mért adatok

elérejelzett érték

[ 4 ® L4 L J - - == 1. becslés

becslés bs‘lzisa
® - - = 2, becslés
becsles bamsa
- - =~ 3, becslés
becsles baznsa
o\ /D -« = 4. becslés
ecslés bazisa

az elérejelzést ' « s. becslés
nem hefolyasolé mintak

4. dbra. A proba elérejelzések sémaja

Fig. 4. Scheme of test forecasting (mért adatok = measured data, eldrejelzett érték =
forecasted value, becslés = forecasting, becslés bazisa = base of forecasting, az eldrejelzést
nem befolydsolé mintik = ineffectual samples for forecasting)
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trendet hasznaljak. Miel6tt azonban a tényleges prognézis készitésre sor keriilne,
meg kell vizsgélni, hogy az elSrejelzést milyen bazison (hatésid6) kell végezni, és
mekkora lehet az az (id&)tavolsdg amelyre még érdemes elbrejelezni (4. dbra).
Egyszer(i progndzis a hatasidén beliili mintakra szamolt trendfiiggvénybdl készit-
hetd. Ez a trendfiiggvény lehet teljesen illeszkedd is. Az itt szamithaté hatdsidd
nem tévesztendd Ossze az id6beli valtozdst kifejezé félvariogram a, hataside-
jével.

Az el6rejelzés hibasdvja

Tételezziik fel, hogy a hatésidd ismeretében az elSrejelzéshez m; (m/< < m) szamq,
egyenkozli mintat hasznalunk fel. Proba eldrejelzéseket végezve a mar ismert
paraméter értékii mintdk helyére (5. dbra), médunk van szdmitani az el6rejelzés
hibajat (FUST 1991/a; FUsT et al. 1991). Legyen a becsiilt és a mért érték kilonbsége
valamely ¢, el6rejelzési tavolsagra A(t) .

Szamitva a

)= 3 4,6)

atlagot és a

mért adatok
S
- 2 5. dbra. Szabalytalan elhelyezkedésti mintak
f; [A (t )_ A(te )] hibasavjanak meghatdrozasi sémaja
Oy t) s Fig. 5. Scheme of error zone determination in the

. L L .. . caseof irregularly located samples (mért adatok =
szérast, s szamu elGrejelzés t, elorejelzési  measured data)

id6(tavolsag) mellett, adott valdszinfiségi
szinten szamithato a becslés hibasdvja. A hibasav alsé és fels6 hatara a Z*(t) becstilt
érték alatt és f6lott, adott £ valdszintiségi szinten a kdvetkezs képlettel szamithato:

A0S AR ACAIS

ahol 5, a trendek S, standard hibajanak atlaga. Ha a trendek teljesen illeszkeddk,
akkor S = 0; S = 0, igy az el6bbi dsszefiiggés leegyszeriisodik:

2" a.)+ 10,0)].

Tovébbi egyszeriisodést eredményez, ha a paraméter valtozdsanak nincs hatarozott
trendje. Ez esetben A (¢ ) =0, és ha a méréseinket sem terheli szabalyos hiba:

Z'(t)+t0,(t)

Szabalytalan id6kozokben (vagy tavolsagokon) vett mintdknal az eldrejelzés bazi-
sénak és hibasdvjanak meghatarozasa az 4. dbrin vazoltaktol eltéréen torténik (5. dbra).
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Jelolje a bazis szélességét B, annak kezd6pontja legyen x ., végpontja x, .
Jeloljitk ugyanakkor a bazis 1éptetésének hosszat L-el és az eldrejelzési tavolsagot E-
vel (5. dbra). Jelolje a B bazison beliili mintakra raiiltetett, nem teljes illeszkedésti
fiiggvényt f(x). Jeloljik tovabba a paraméter mért értékét y-al, az f(x) fiiggvénybdl
szamolt értékét pedig y’-vel. A B béazison tili mintakra, a bazis minden lehetséges
helyzetében szdmithat6 az y — y’ = d differencia. Ezekre illessziink egy egyenest,
ennek egyenletét jeldlje f(x). Osszuk fel szabadon megvalaszthat6 intervallumokra
az E elGrejelzési tavolsagot. Az intervallum szélessége legyen: e. Vegyiik el6szor az
X, kezd&ponti és (x,, + e) végpontil intervallumot, amelybe az alsé hatért nem,
de a felsSt bele szamitjuk. Képezziik ebben az S, standard hibt:

ahol most 7, az intervallumban 16v6 tényleges mérések szama. Igy a szamolt
standard hiba koordinétéja: x, . + /2. A kévetkezg, (x,,, + e ésx,+ 2e hatarokkal
rendelkezd) intervallumban ismét szamithatunk egy standard hibat, melynek
koordinataja [x,,, + (3/2)e] stb.

Egy adott B bazis esetében rendelkeziink tehat egy konkrét f(x) fggvénnyel,
mellyel elSrejelziink, és egy f(x) egyenessel és mtervallum kozepekre vonatkozé
standard hibaval. Ez utdbbiakra illessziink egy f (x) = ab" alaka fuggvényt,
kilonboz6 t valoszintiségi szinteken. Az elérejelzés hibasavja tehat a kovetkezs f,(x)

fiiggvénnyel irhatd le:

JASSH OISR

A szamitasokat most B novelésével ismételjitk meg. Az eredményeket az f' (x)-re
vonatkozéan a 6. dbra mutatja. Az Osszefiiggésekben x az elGrejelzési tavolsagot jeloli.

A bazishossz novekedése a standard hibat csokkenti, de az abran az is meg-
ﬁgyelheto, hogy a standard hiba némileg fiiggetlen lesz az elGrejelzési tavolsagtol.
Az f (x) = ab" alakd filggvény érintSjének iranytangense nulla, ha x = -o, és végte-
len, ha x = eo. Jel6ljikk az irdnytangens
még megengedhets értékét w-vel. Igy
ab’lnb = w, tehat

1,0
B, /B o Inw - Ina ~ In(ind)
L 2 g, B, . Inb
B,<B,<B;<B, trené ol Az és§z§fﬁggésb61 megkaphatjuk, l}ogy
adott bazishossz mellett mekkora tavol-

@)
6. dbra. A bazishossz az elGrejelzési tavolsag és a
standard hiba 6sszefiiggése

sagra lehet elGrejelezni.

Elérejelzés polinomidlis trendfiiggvénnyel
Fig. 6. Connection among basis length, forecasting Ha az adatsor vizsgalata azt mutatja,

distance and standard deviation (eldrejelzési tdbolsdg 2 .,,
= forecasting distance) hogy a folyamat nem ,fehér zaj”, akkor
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még el6fordulhat, hogy attél csak egy m, (k)
determinisztikus taggal, a polinomiélis trend-
figgvénnyel tér el, vagyis a folyamat a &(k) =
my(k) + e(k) k =1, 2, .., n modellel
kozelithets, ahol mint korabban lattuk, &k) a
zérus varhato értékii fehér zaj. A polinomialis
trendet leggyakrabban lineéris, vagy esetleg
masodfoki formaban keressilk, azaz

myk) =a + Bkvagy mk) =a + Bk + ykz.

A trendfiiggvény allandéit a négyzet-
6sszeg minimum elv felhasznalasaval sza-
mitjuk, azaz:

n

Z[{(k)—— ml(k)]z =min .

k=]

Az a, B, és y egyutthatok szamitasira
masodfoku trend esetében a kévetkezd
métrix egyenlet szolgal:

a no Yk YK
Bl=| 2k 2k 2K
] XK 2K Z"‘“J

" Yew)
1Y k)
>kelk)
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1. tabldzat. Adatok a példabeli polinomialis
trend szamitdsihoz
Table 1. Data for calculation polinomial trend
in the example

@ = = & © | = ~ H
EIS _E &z E|lCE|l&2
HEEEEEIR EET IR
SIECEE2 | S| BB R
,EcgE SY|E(REE) &%

NEQ B Seol|xt
R R ICR ER
1 0 60 |5 40 2,2
2] 10 [59 [6] 5 |24
31 20 [44 7] 60 |20
430 [25]8] 70 [12

2. tdbldzat. A kiilonbozd fokszama
trendekkel kapott Z*(80) prognosztizalt
érték
Table 2. Prognosed values of Z*(80) calculated
with different degree trend functions

Polinom Polinom
fok- | Z*(80) | fok- | Z*(80)
szama szdma
1 0143 | 5 -0,063
2 [ 1429 | 6 |741510%
3 1525 |7 | 10967
4 338 | - | -

A polinomidlis trenddel torténd elérejelzést a kovetkezd példa szemlélteti. A 2.
tdbldzatban az 1. tablizat adataira szamolt kiilénb6z6 polinomialis trendekkel kapott
Z* (80) prognosztizalt értékeket adjuk meg. A 7. dbrdn az 6tod foki polinommal valé

kozelitést mutatjuk be.

Megjegyezzilk, hogy nem célszerd teljesen illeszkedd trendfiggvény szamitdsara
torekedni. Helyesebb, ha a valtozas jellegét jol mutato fiiggvényt hasznaljuk fel a

prognézishoz.

A PARAMETER VALTOZASANAK
KOZELITESE 0TODFOKU POLINOMMAL
y=athxtex?+dxd +ext+x5

Para-|
méterj

Kezduponttol mért (ido) tavolsig

7. dbra. Az 1. tiblazat adatainak kézelitése
6tod fokt polinommal

Fig. 7. Polinomial trend function (5 degrees) on
the basis of data, in the first table (a paraméter
véltozdsdnak kazelitése otodfokit polinommal =
the change of the parameter according to
polinomial trend (5 degrees), kezd6ponttdl mért
(id6) tdvolsdg = distance (in time) from the
origo, a kozelités igen szoros, r 95%-os vald-

° 20 40 60
r=0,997, $¢=0,129; H=39 %; $,= 0002; 1 - 38;= 099L; t = 32,693, n=8;
A kézelités igen szoros, r 95 %-os valészinuségi szinten elfogadhato

sziniiségi szinten elfogadhaté = the connection
is very close, r acceptable on the 95% probability
level)
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Periddusvizsgilat

El6fordulhat, hogy a polinomiélis trendtsl valé eltérések még periodikus
valtozast is mutatnak, igy a folyamat a

&k) = m (k) + my(k) + €(k)

modellel kézelithetd, ahol m,(k) a harmonikus trend és természetesen &(k) = m,(k) +
+ &'(k). Tekintve, hogy e(k) varhat6 értéke nulla, a harmonikus trend alakja:

m, (k)= Z(a cos—+b sin%) ,

ahol 4, és b, a trendfiiggvény egyiitthatéi, L a mintasor félhossza, és n a mintak
szama. Ha a mintatdvolsdgok azonosak, akkor az egyutthatOk szamitdsira a
kovetkezé Osszefiiggések szolgalnak:

+ n—1 :
:E[Mﬁ—zg(k)cos%} i=1,2, .., 02 ;
k=2

2l 2
n il . ink .
b:=_28(k)'sm_ i=12..,n02.
2= L

Ha a mintatavolsdgok nem azonosak, akkor az egyiitthaték meghatirozasahoz a
négyzetosszeg minimum elvet hasznéljuk. El6bb azonban célszeri bevezetni a
kovetkezd helyettesitéseket:

ink ink
cos— = 4,; sin— = B,;; g(k, .
3 L i e(k) =y

A feltételi egyenlet:
2
Zl:y —[ZafAi + Zb,Bi W:| = min,,
i i /

melyet az ai és bi ismeretlenek szerint parcidlisan derivalva, az egyiitthatokat a
kovetkez6 matrix egyenletbdl kapjuk:

a1—| ZAIAJ ZAmQAl zBlAi ZanzAl B ZJ’AI

n’Z’ ZAAmz ZAn/zAnfz ZBlAn/z an/ZAn/E 'Z}’An/z
{ bl ZAB ZAm’ZBl ZBIBI zBsz| ZyB[

|‘br/'2 ZAanu zAn/an/z ZBan/2 zBmBn,z Z)’anz
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Megjegyezziik, hogy a kiszamitott polinomiélis és harmonikus trendet célszert
megvizsgalni abbdl a szempontbdl, hogy a modellezett jelenség valéban mutathat-
e ilyen jelleg(i valtozast. Ha erre lehet6ség addédik, javasolhaté az eredmény ellen-
Grzése, példaul fel nem hasznélt adatsorokkal.

Elérejelzés a sztochasztikus folyamatok elmélete alapjin

Egyenkozt mintak esetén mind interpoléciéra, mind extrapolaciéra alkalmazhat-
juk a sztochasztikus folyamatok elméletét. Ilyenkor a vizsgalt jelenséget megfeleld
pontossaggal a valészinfiségi véaltozéknak csak végtelen sokasagdaval irhatjuk le.
Ezekben az esetekben a val6szinGiségi valtozokat ¢ paraméterrel latjuk el: £(t)t € T,
ahol T a t paraméterek Gsszessége, amelyek igen gyakran az idét jelolik.

A &), k = 0,£1, sztochasztikus folyamatot m-ed renddi autoregressziv
folyamatnak nevezziik, ha &k) = a,&(k-1)+,+a, &k-m)+ek), ahol &k) a ,fehér
zaj”, a,, a,, - a, pedig konstans vektorok. Az m-ed rend{i autoregressziv folyamatot
AR(m)-mel jeloljik (JenkiNs & Warts 1968, Box & JEnkins 1970; KenpaLL 1981;
DEVENYD & GuULYAs 1988; FUsT 2002). Az autoregressziv folyamat egyiitthatéit a
legkisebb négyzetek moédszerével becsiiljitk. Ha a folyamat varhaté értéke (u) nem
nulla, akkor ennek becslése (fI) a kovetkezs sszefuiggéssel torténik:

£ g0

I+a, +a, ++a,
%(,+1),~——— Zg(k) J=012(m-1).
H=H

Hap =1 ismert, akkor adataink eleve centralhatdk, igy a feltételi egyenlet leegy-
szerfisodik. Példaul ha AR(1) folyamatrél van szé, vagyis m=1, akkor

o1 6 a :Zi(k)g (k-1)
Tan-1 Zé(k) SEE-1F .

Maisodfoka autoregressziv folyamatnal, AR(2)

Tn- ZE-’ (k)  ésazegyitthatok:
H{ SEG-DF  YEE-1G- 2)]} [Z&(k)g(k_])]
SEG-06-2]  TEE-2F | | Te®)k-2)

AR(3) folyamatnal:

1 SEC-0F  XEE-Dk-2] TEE-D-3)]] [T EEE-1)
=|ZEGE-DeE-2)]  FEG-2F  TEG-2)u6-3)]) | ZEEE-2)|-
o 2BG-DeE-3)) Y RG-2-3)] ZRGE-3T 2 B -3)]

a

a
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A megoldast szimszerfien a kovetkezd példa szemlélteti.

Centraljuk az 1. tdbldzatban 1év6 adatokat, majd el&szor tekintsiik ket AR(1) folya-
matnak. Az adatok atlagértéke: &(k) = 3,325. A centralas nem mds mint a mért és az
atlagérték kiilonbségének képzése.

a= 14,779375 =0,7579409596.
19,499375

Eredményeink a 3. tdbldzatban lathatok.

3. tdblizat. Centrélt értékek a példaban, és az AR(1) folyamat szamitasa
Table 3. Centralized values in the example and calculation of AR(1) process

k| E@)-80) | c@el-0 | E-DF | cG-D-T® | akG-n-T®] | ek)
1 2,675 2,675 0,000
2 2,575 6,888125 7,155625 2,675 2,028 0,548
3 1,075 2,768125 6,630625 2,575 1,952 -0,877
4 -0,825 -0,886875 1,155625 1,075 0,815 -1,640
5 -1,125 0,928125 0,680625 -0,825 —0,625 -0,500
6 -0,925 1,040625 1,265625 -1,125 0,853 -0,072
7 -1,325 1,225625 0,855625 —0,925 -0,701 0,624
8 -2,125 2,815625 1,755625 -1,325 -1,004 -1,121
> 14,779375 19,499375

Tekintstik most a centralt értékeket AR(1) folyamatnak (4. tidbldzat).

4. tablizat. Az AR(2) folyamat szamitasa az adott példaban
Table 4. Calculation of AR(2) process in the example

; ; : , : o[ -N-EWk
R | kel | 2eDeE-2) | sbskon) | eek-2) | T Sy | ®
1 2,675 0,000
2 7,155625 6,888125 2,575 0,000
3 6,630625 7,155625 6,888125 2,768125 2,875625 1,389 -0,314
4 1,155625 | 6,630625 2,768125 -0,886875 -2,124375 -0,162 0,663
5 0,680625 1,155625 —0,886875 0,928125 -1,209375 -1432 0,307
6 1265625 | 0,680625 0,928125 1,040625 0,763125 0,784 -0,141
7 0,855625 1,265625 1,040625 1,225625 1,490625 —0,733 0,592
8 1,755625 |  0,855625 1,225625 2,815625 1,965625 -0,315 -1810
3| 19499375 | 17,743750 11,96375 14,779375 3,761250

a,]_[19499375 11963750 "14,779375] [ 107
111963750 17,743750] | 3761250 | |-0510

a,

Végezziink elérejelzést az AR(1) és az AR(2) egyenlettel (5. tdblizat)!
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5. tibldzat. El6rejelzett értékek az AR(1) és az AR(2) folyamat adataibél
Table 5. Prognozed values on the basys of AR(1) and AR(2) process

« Elérejelzett érték X Elbrejelzett érték
AR(1) szerint AR(2) szerint AR(1) szerint AR(2) szerint
9 -1,611 1,600 13 —0,532 0,254
10 | 1221 0,630 14 -0403 [ 0185 |
11 0,925 -0,141 15 -0,305 0,069
12 0,701 0,170 16 0231 0,020

Ha k—co, az elérejelzett érték tart a nulldhoz. Az eldrejelzés hibasavja fiiggetleniil
az elGrejelzési tavolsagtol, az &(k) értékek szérdsaval jelolhetd ki. Ez az AR(1)
folyamatnal; t - 0,64846 az AR(2) folyamatnalt ¢ - 0,61125.

Elbrejelzés két dimenzidban

Két dimenziéban elsédlegesen a kiilonb6zd polinomialis és egyéb trend-
szamitasok javasolhatok. Barmilyen el6rejelzési modszert is alkalmazunk azonban,
tisztaban kell lenniink azzal, hogy minél kisebb az el6rejelzés bazisa, illetleg minél
nagyobb az el6rejelzési tavolsag, a prognozis annal bizonytalanabb. Tapasztalataink
szerint a bazisszélesség 1/3-dt meghaladd eldrejelzések megbizhatosdga mar
kétséges, és a pejorativ értelemben hasznalt jéslas teriiletére vezetnek.

Egy szénhidrogén termékvezeték torése kapcsin keletkezett
talajszennyezGdés vizsgalata (esettanulmdny)

Egy szénhidrogén termékveze-
ték torését észlelve, az érintett cs6-
vezeték szakaszt kiiktattdk, és
azonnali kutatdst kezdtek a torés
helyének és a szennyez6dés mér-
tékének meghatarozdsira. A
szennyez3dés feltételezett teriile-
tét a 8. dbrdn lathaté hatdrvonal
mentén koriilarkoltdk és a veze-
tékkel parhuzamosan 6 farasi sort
jeloltek ki, melyeken viszonylag
egyenletes stirfiségben 38 db 1-2
m mély talajfarast mélyitettek. A
2. szamu farasi sort kozvetleniil a

"y
oo0h0
\

8. dbra. Szénhidrogén vezeték torése
kapcsdn keletkezett szennyezés krigelt
térképe 1,25 m mélységben, julius 1-én

Fig. 8. Kriged map of the pollution in 1,25 m
depth at 1th of Jun. in connection with a
breaking of a hydrocarbon pipeline
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vezeték mellé telepitették. A farasok helyét a 9. dbra mutatja. Az egyes furasokban a
felszintdl szamitott 1lonboz6 mélységekben és id6pontokban mérték a szeny-
nyez6dés mértékét. Példaképpen a 6. tiblizatban, a 3/5 szamq, fardsban 1,25 m
mélységben mért szennyezdési adatokat tiintettiik fel.

A feladat, az id6ben és térben lejatsz6do

6. tablizat. A példaban szerepl 3/5 szama 4 dimenziés szennyezddési folyamat mo-
firas mérési adatai dellezése abbol a célbdl, hogy meghata-
Table 6. Parameter values of 3/5 borehole rozhat6 legyen a torés helye, tovébba a

szennyezddéssel érintett talajtérfogat.

A mérés ideje A szennyez6dés . , ot
_ mértéke A 4 dimenziés modell elGéllitdsdhoz
datum aziddskalan (mg/kg) idében és térben, interpolaciéra és el6-
szerint (nap) . 2 Sk . L iz
> rejelzésre volt sziikség. Az interpoldciéhoz
jan. 3. 3 10642 = , b .
krigelést, mig az extrapolaciéhoz polino-
jon. 18. 18 11148 mialis és harménikus tagokbdl 4116 trend-
jal. 2. 32 12247 fiiggvényeket alkalmaztunk. A modell bir-
tokdban lehetGség nyilott hogy a
3419, 39 12193 N enetoseg DyLott arrd, MOgy
szennyezett térrészr6l adott id6pontra és
aug. 23. 84 12168 mélységre vonatkoz6 térképek késziil-

jenek. Az egyes furdsokban mért, viszony-
lag csekély adatszdm nem tette lehetvé,
hogy farasonkénti félvariogramokat szamitsunk, ezért atlagos félvariogramok
szamitasara kényszerilltiink. Példaul az iddbeli valtozast leiré helytdl fiiggetlen
elméleti félvariogram egyenletét mutatjuk be:

¥{h) =0 h=0
1) = SO0[1,5(h/23) — 0,5(W23)3] + 12 0< /<23
() =512 h>23

A kovetkez6kben az 1,25 m mélységre és julius 1-i allapotra elvégzett mérések és
szamitdsok néhany részeredményét szemléltetjiik. Néhany ftras nem érte el az 1,25
m mélységet, igy azokban nem voltak ebbsl a mélységbdl szarmazé mérési adatok.
Példaul az 1/1 szama fardsban julius elsején a 7. tdbldzatban talalhaté adatokat
mérték.

Tekintettel arra, hogy 1 m-nél mélyebben

7. tabldzat. Az 1/1 szam fliras mérési mintavétel nem tdrtént, a meglévé adatokbol
ble7 Im’jl‘j;‘j;;g‘;ljl'cl; holeim1st  ClOTefelzést kellett végezni a felszintl szdmi-

tott 1,25 m-re. Az elbrejelzéshez a kovetkezd,

e polinomidlis és harmonikus tagokat is is
Felszint6l sza- SzennyezSdés tartalmazé egyenletet alkalmaztuk:
mitott mélység y
x (mg/kg) y = 1777,014 + 10600x — 42640x" +38380x° +
(m) + 88,52 cos (x/0,5) — 238,3 sin (n1x/0,5) —
01 2108 —185,7 cos (2mx/0,5) + 234,0 sin (2nx/0,5) .
0,2 2650
0,4 2000 Az elGrejelzett érték 1,25 m mélységre,
0,7 1100 23 000 mg/kg. Miutdn minden farasban vagy
1,0 3507 mérésbdl, vagy szamitasbol rendelkezésiinkre
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allt jolius elsején a szeny-  gpmmRocENVEZETEK — Gammwa (= Co(tssmPI32yal) + Co
nyezddés mértéke 1,25 m ;‘;;"x:ﬁ:;’y‘?:;%::"‘ :_{;:;:‘;‘“Sf'% @ - 245-001“' ;

. 2 Z . " Snégyze! ,41623 - 10
mélységben, moéd nyilott a  Szmsav. tp. féivariogram (Co> 0) KilszBbszint (C+Cy) = 2,736754 , 107
teriileti valtozast mutatd fél-
variogram szdmitdsdra. Az
empirikus félvariogram képét
és adatait a 9. dbra szemlélteti. 20000000

A hatasteriileti ellipszist
megszerkesztve azt tapasztal- 10000000
tuk, hogy annak nagytengelye . ‘7
csaknem parhuzamos a veze- e e @ %0 120
tékkel. A fél kis- és fél nagy- 272,65513110 ?0—:;6241,7 :‘— 0,988 St=1298178 H=7,01%

tengely hosszdnak szorzata
1909 m mig a 8. dbrn 1athatd 9. dbra. Szénhidrogén vezeték torése kapcsin keletkezett
, X

szennyezés teriileti félvariogramja 1,25 m mélységben, jalius 1-én

b (m)

félvariogram hatastavolsaga-
nak négyzete 2025 m’. A két Fig. 9. Areal semivariogram of a pollution in 1.25 m depth at 1th of
adat j6 egyezést mutat, igy a ]uly‘ in corfnectuml w_lfh a breakmg.of a hydmcarb(zn pipeline
hatasterileti ellipszis elfogad- (szenhzdmgeln ve[zztek = hydrocarpan pipeline, szennyezdanyag tart.
P 8 1.25 m mélységben = pollution content in 1.25 m depth,
haté. A szenynyezédés 1,25 szinuszfo.tip. félvariogram = semivariogram, sinus function type,
mélységre és julius 1. dllapotra  hatdstivolsig = range, szordsnégyzet = variation, kiiszobszint = sill,
vonatkozé krigelt térképéta 9. @ f‘apas.‘ztaluti félvariogram  Matheron-féle = the empirical
dbra szemlélteti. Az adott eset-  Semivariogram Matheron type)
ben a homort félvariogram
nem okozott kiiit§ krigelési eredményeket.

A 9. dbrdn lathaté szennyezés térkép az szamitott 4 dimenziés modell egy 2 di-
menzids metszete, tekintettel arra, hogy kotott id6 és mélység koordinata mellett, a
szennyez6dés mértékét az x és y koordinatak fuggvényében szemlélteti.

Az elvégzett modellezési vizsgalatok alapjan a kovetkezSket dllapithattuk meg.

— A vezeték nem egy, hanem két helyen hibasodott meg. (Ezt mutatja a 8. dbrin
lathat6 két maximunn.)

— A két meghibasodasi pont koziil a K-i oldalon 1év6 a stilyosabb.

— A szennyezddés mdr kilépett a korularkolt teriiletb6l.

Megjegyezziik, hogy a krigelés — miként ezt az el6bbi példa is mutatja —
elsédlegesen a hidnyz6 adatok potlasara alkalmas, a szennyezGanyag-terjedés id6-
beli véltozasdnak modellezésére viszont a transzport szimuldcié tfinik kedvezébb
eljarasnak.
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