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Sztochasztikus lökéshullámmodell leveze-
tése és alkalmazási lehetőségei
Forgalmas városi útvonalakon a jelzőlámpaciklusok alapvetően megha-
tározzák a forgalom lebonyolódását. A jelzőlámpás útkereszteződésekben 
a kialakuló sorhosszak pontos ismerete elengedhetetlen az intelligens be-
avatkozó rendszerek működtetése esetén. Fő eredmény, hogy a sztochaszti-
kus lökéshullámmodell jól alkalmazható a városi forgalom modellezésére.

DOI 10.24228/KTSZ.2019.6.4

Varga Balázs – Tettamanti Tamás
BME Közlekedésmérnöki és Járműmérnöki Kar Közlekedés- és Járműirányítási Tanszék 

e-mail: varga.balazs@mail.bme.hu, tettamanti@mail.bme.hu

1.	 Bevezető

A városi közúti forgalom pontos leírásához elengedhetetlen a jelzőlámpás csomópontokban 
kialakuló sorhosszak modellezése. Az elmúlt években több intelligens alkalmazás jelent meg, 
amelyek a sorhosszak ismeretére épülnek. 

Számos adaptív jelzőlámpavezérlési stratégia került kidolgozásra [1], [2], [3], amelyek egy része 
már jelenleg a tényleges forgalomban működik. A jelzőlámpa előtti sorban várakozó járművek 
számának valós idejű ismerete ezen rendszerek egyik alapvető bemenete. Ezt a vezetéstámogató 
rendszerek is fel tudják használni, pl. járművek energiafogyasztásának minimalizálása céljából [4]. 

A sorhossz becslésére több megoldás létezik, ám ezek az eljárások vagy pontatlanok, vagy na-
gyon költségesek. Általában hurokdetektorok mérési adataiból becsülhetők [5], videokamerák 
alapján [6] vagy mérőkocsik [7] segítségével már pontosan meghatározhatók. A sorhosszak be-
csülhetők továbbá modellek, például a lökéshullámmodell segítségével [8]. Idő függvényében 
jelezhetők a sorhosszak a túltelítődött1 útszakaszokon is. A sorhosszak sztochasztikus voltát több 
szerző is próbálta modellezni. A [9] a sorhosszak statisztikai paramétereit és a késéseket vizsgálta 
jelzőlámpás csomópontokban. A [10] a sorhosszak eloszlásfüggvényeit becsülte. [11] Gauss folya-
mattal becsülte a járművek érkezését.

A fenti cikkek sztochasztikus modelljei nehezen implementálhatók intelligens forgalmi alkal-
mazásokba vagy túl sok adatot igényelnek. Ebben a cikkben egy az irodalomban létező egysze-
rű forgalmi modell, a lökéshullámmodell [12] felhasználásával történik a sorhosszak becslése.  

1	 Nem telítődött forgalom (angol nyelvű szakirodalomban: undersaturated) esetén a forgalom a jelzőlámpánál nem telítődött, ha a csomópont mindig 
kiürül egy zöld jelzés alatt.

	 Telített forgalomnál (angol nyelvű szakirodalomban: saturated) annyi jármű jelenik meg a csomópontban, mint amire a jelzőlámpa program tervezve 
van. A csomópont kiürülésének ideje pontosan egy zöld jelzésnyi idő. Ez az eset jelenti azt, amikor a csomópont kapacitásmaximumon üzemel.

	 Túltelített forgalom (angol nyelvű szakirodalomban: oversaturated) esetén adott ágban a csomópont nem tud kiürülni egy zöld jelzés alatt. 



Közlekedéstervezés

46 Közlekedéstudományi Szemle 2019. LXIX. évf. 6. sz.

A forgalombecslés bizonytalanságának figyelembevételére ez a modell kiegészítésre kerül: de-
terminisztikus lökéshullámok és sorhossz helyett azok eloszlásfüggvényei kerülnek levezetésre. 
A modellhez a szakaszonkénti pillanatnyi bemenő forgalomnagyság, illetve annak valamilyen 
eloszlással való közelítése, valamint az útszakaszra vonatkozó makroszkopikus fundamentális 
diagram ismerete szükséges.

A 2. fejezetben a lökéshullámmodell kerül bemutatásra, a 3. fejezet ezt egészíti ki a járműforga-
lom sztochasztikus folyamatként történő figyelembevételével, a 4. fejezetben a modell egy szi-
mulációs példán keresztül validálásra kerül, az 5. fejezetben összefoglaljuk az eredményeket és 
kitekintést adunk a modell alkalmazási lehetőségeire.

2.	 A Városi lökéshullámmodell

A lökéshullámmodellt először [1] írta le városi jelzőlámpás kereszteződéshez kapcsolódóan, 
amely tartalmazza a forgalom állapotait jelzőlámpás kereszteződések környezetében. A modell 
három állapotot különböztet meg:

1.	 a forgalom szabadon áramlik a jelzőlámpánál várakozó sor előtt, a járművezetők maguk 
választják meg a sebességüket vA(t) [m/s]. 

2.	 A járművek a sorban várakoznak, sebességük vJ = 0 [m/s]. 
3.	 A lámpa zöld jelzésére a járművek egy kritikus sebességgel vC [m/s] hajtanak át a jel-

zőlámpás csomóponton. A csomóponton való áthaladás után a járművezetők ismét egy 
általuk megválasztott sebességgel közlekednek.

A különböző forgalmi állapotokat az 1. ábra szemlélteti, ahol QA(t) [jármű/h] a bemenő forgalom 
nagysága. RJ(t) [m] állapotban a járművek sorban állnak. RC(t) [m] pedig a sorból kihajtó jármű-
veket jelöli. A sor hossza a jelzőlámpa pozíciójától ll [m] számítva lq(t) [m]. 

A modell szükséges bemenetei a bemenő forgalomnagyság QA(t) [jármű/h] és a jelzőlámpa előt-
ti szakaszra értelmezett makroszkopikus fundamentális diagram. A bemenő forgalomnagyság 
mérhető pl. hurokdetektor segítségével az adott szakasz bemeneténél, vagy becsülhető histori-
kus adatokból [5]. A fundamentális diagram korábbi mérések eredményeként felvehető. Ezek 
ismeretében a sorhossz és a kialakuló lökéshullámsebességek meghatározhatók (2. ábra). A fun-
damentális diagram kapcsolatot teremt a forgalomnagyság Q(t) [jármű/h], forgalomsűrűség 
ρ(t) [jármű/km] és makroszkopikus (térbeli) átlagsebesség v(t) [km/h] között: Q(t) = ρ(t)⋅v(t). 
A fundamentális diagram nevezetes pontja a ρC [jármű/km] kritikus forgalomsűrűségnél az 
útszakaszon áthaladó maximális forgalomnagyság QC [jármű/h]. A maximális ρJ [jármű/km] 
forgalomsűrűségnél a járművek a fizikailag lehetséges legkisebb követési távolságot tartják egy-

1. ábra: Forgalmi állapotok egy jelzőlámpa előtt
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máshoz képest, itt a járművek állnak, a forgalomnagyság QJ [jármű/h] = 0 [13]. A fundamentális 
diagramon a lökéshullámok is feltüntethetők: a forgalmi lökéshullámok két forgalmi állapot 
határvonalaként értelmezhetők, a lökéshullámok terjedési sebessége pedig arányos a forgalom-
nagysággal. A lökéshullámmodellben négy lökéshullám különböztethető meg.

1.	 Sorbanállási lökéshullám: a járművek a várakozó sorba érkezésükkor az aktuális vA(t) 
sebességükről 0-ra fékeznek és belépnek a sorba. A fundamentális diagramot tekintve 
ez azt jelenti, hogy a sor végén a forgalmi állapot [ρA(t), QA(t)]-ből [ρJ, QJ]-be megy át.  
A lökéshullám terjedési sebessége:

2.	 Áthaladási lökéshullám: a jelzőlámpánál megállt járművek elindulnak és megpróbálnak 
áthajtani a jelzőlámpás csomóponton. A lökéshullámmodellben ebben az állapotban a 
járművek a kritikus sebességgel haladnak. A lökéshullám a maximális forgalomsűrűség-
ről a kritikus sűrűségre történő ugrást jelenti:

3.	 Disszipációs lökéshullám: ez a lökés-
hullám a sor csökkenési sebességét adja 
meg. Ekkor a szabadon áramló forgalom 
[ρA(t), QA(t)] a maximális átbocsátóké-
pességhez tartozó [ρC(t), QC(t)] állapotba 
megy át. Ebben az esetben a sor végéhez 
érkező járművek egy mozgó sorba ér-
keznek meg.

4.	 Maradvány lökéshullám: telített hálózat 
esetén, ha az összes jármű nem tudott 
kihajtani a zöldidő alatt, a kihaladó jár-
művek ismét megállásra kényszerülnek.

A modell ugyancsak szemléltethető tér-idő di-
agramon (3. ábra), ahol egy jármű trajektóriája 
látható, megjelenítve a sebességviszonyokat az 
egyes forgalmi állapotokban (RJ(t), RC(t)). A sor 
vége megegyezik a lökéshullámprofillal.

A lökéshullámok a sorhossz felépülését és 
disszipálódását jelölik. A sorbanállási és a dis�-
szipációs lökéshullámok geometriai metszés-
pontja [ts,c, ls,c] az alábbi módon írható fel (az 
időfüggés jelölésének elhagyása mellett):
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QA(t)

ρA(t) ρC ρJ

W1(t)

W2 = −W4

W3(t)

2. ábra: Makroszkopikus fundamentális 
diagram a lökéshullám-terjedési sebessé-
gekkel
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3. ábra: Lökéshullámok egy jelzőlámpa 
előtt (a kék vonal egy jármű trajektóriáját 
jelöli az egyes forgalmi állapotokban)
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ahol c = floor(t/tcyc) index a c. lámpaciklust jelöli, [tr,c, lr,c] pedig a maradvány lökéshullám vég-
pontját jelöli. Ezek a pontok az alábbi módon számíthatók:

A min(⋅), max(⋅) függvények azt az esetet hivatottak kezelni, ha nincs maradványsor.

Az egyes forgalmi állapotok RJ(t), RC(t) határai ezek alapján a következő módon foglalhatók ös�-
sze:

A sorhossz az idő függvényében pedig:

Ez alapján a sorban álló járművek darabszáma, illetve az egy ciklus alatt nd,c a kereszteződésen 
áthaladó járművek száma is meghatározható egységjárműben. Az áthaladó járművek száma ará-
nyos a sor hosszának csökkenésével egy zöld intervallum alatt, mínusz az ez idő alatt érkezett 
járművek száma.

ahol lPCE egy egységjármű hossza (biztonsági távolsággal együtt). A sorhossz megváltozása egy 
ciklus alatt:

ahol n(c) az előző jelzőlámpaciklusban kiszámolt sorhossz. Ez az eredmény egy diszkrét idejű 
forgalmi modell, hasonlóan a Store-and-Forward modellhez [14]. A lökéshullámmodell elő-
nye a Store-and-Forward-hoz képest, hogy kezelhetők vele nem telítődött forgalmi állapotú 
csomópontok is (nincs maradó sor), valamint képes modellezni forgalomfüggő jelzésképet. 
A következő fejezetben a forgalom véletlenszerű alakulásának figyelembevétele érdekében a 
modell sztochasztikus megfontolásokkal kerül kibővítésre.

3.	S ztochasztikus lökéshullámmodell

A makroszkopikus megközelítésben a bemenő járműforgalom [jármű/h] mértékegység-
gel adott. Ennek egy jelzőlámpaciklus csak töredéke. Ez alatt az egy óra alatt a jármű-
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vek eloszlása nem egyenletes, így nem mondható, hogy pl. QA = 600 [jármű/h] és tcyc = 60 [s] 
esetén 10 db jármű érkezik egy ciklus alatt. A sorhossz becslése ezáltal bizonytalan. Ez a bi-
zonytalanság kezelhetővé válik a bemenő forgalom eloszlásfüggvényének ismeretében:  
FQA(t,φ) = P(ω:QA(t,ω)≤φ), ahol ω∈Ω a véletlentől való függést jelenti Ω eseménytéren.  
A valószínűségi mező P(⋅) az ω esemény bekövetkezési valószínűségének mértéke [15]. φ egy 
kitüntetett forgalomnagyságot jelöl. Amennyiben a járművek zavartalanul érkeznek a jelzőlám-
pás útszakaszra, az érkezések eloszlása Pois-
son vagy binomiális eloszlással modellezhető 
[16]. Ellenkező esetben egy általános eloszlás-
függvénnyel írható le. A bizonytalan beérkező 
forgalom hatását a lökéshullámsebességekre a 
fundamentális diagramon keresztül a 4. ábra 
szemlélteti.  
A 4. ábra alapján a forgalomsűrűség és a sor-
ban állási lökéshullám is véletlentől függő lesz. 
Megjegyzés: a háromszög alakú fundamentális 
diagram miatt a disszipációs lökéshullám de-
terminisztikus marad. A következőkben ezen 
változók eloszlásfüggvényei kerülnek leveze-
tésre a forgalomnagyság eloszlásfüggvényének 
ismeretében az alábbi tétel segítségével:

Tétel: Adott egy ξ(ω) valószínűségi változó is-
mert Fξ(φ) eloszlásfüggvénnyel. Legyen η(ω) = 
g(ξ(ω)) függvény szerinti valószínűségi változó. 
Ekkor az Fη(φ) eloszlásfüggvény az alábbi mó-
don számítható:

és g(φ) invertálható [15]. 

Háromszög alakú fundamentális diagramra és a kritikus sűrűségnél kisebb forgalomsűrűségre 
(ahol a diagram növekvő), a sűrűség az alábbi módon határozható meg:

ahol vf a szabad áramlás sebessége. Továbbá feltételezett, hogy 0<QA(t,ω)<QC sztochasztikus fo-
lyamat. Ekkor a tétel alapján:

FρA
(t,φ) = FQA

(t, vf⋅φ).

A sorbanállási lökéshullám QA(t,ω) függvényeként:

Mivel a fenti egyenlet egy monoton csökkenő függvényt ír le, ezért az eloszlásfüggvény:
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4. ábra: (Háromszög) fundamentális di-
agram sztochasztikus járműforgalom-
nagyság és lökéshullámokkal
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A hasonló elgondolások alapján a sorhossz eloszlásfüggvénye Flq(t,φ) is meghatározható. A sor-
hosszra adódó sztochasztikus folyamat ugyancsak QA(t,ω) függő lesz. Az eloszlásfüggvény anali-
tikus számítása általános esetben túl hosszadalmas, ezért a következőkben numerikus szimulá-
ció segítségével kerül validálásra a felírt sztochasztikus modell.

4.	 Numerikus példa

Tekintsünk egy 300 m hosszú útszakaszt, amely egy jelzőlámpás kereszteződésben végződik. Az 
útszakasz fundamentális diagramja és a jelzőlámpa fázisai ismertek: a ciklusidő 60 s, a zöldidő 
30 s. Legyen a belépő járműforgalom Poisson eloszlású, állandó λ = E[QA(ω)] = 500 [jármű/h] ér-
kezési rátával. A Poisson folyamat lineáris tulajdonságát kihasználva az érkezési ráta skálázható 
(pl. 500 [jármű/h]→0,139 [jármű/s]).

A sorhossz időbeli alakulása (1 ciklusra) Poisson folyamat esetén az alábbi differenciálegyenlet 
rendszerrel adható meg:

ahol j = 0,1,2… a sorban várakozó járművek számát jelöli. A kezdeti értékek:

p-1(0) = 0,   p0(0) = 1,   p(j>0) = 0.

pj(t) annak a valószínűségét jelöli, hogy j jármű 
várakozik a sorban egy t időpillanatban. A sor-
hossz várható értéke és szórása:

E[p(t)] = λt,   Var[p(t)] = λt.

Megjegyzés: a sorhosszra adódó sztochaszti-
kus folyamat egy homogén Markov-lánc [17]. 
A lökéshullámmodell azonban különbözik egy 
M/M/1 kiszolgáló folyamattól, mivel az érke-
zések és a kiszolgálások időben szétválasztva 
történnek (tilos és szabad jelzés), megkülön-
böztetve sorbanállási és disszipációs fázisokat.
 
A modell validációjára VISSIM [18] mikro-
szkopikus forgalomszimulátorban került sor 
Monte Carlo szimuláció segítségével. A szimu-
láció hossza 15 000 s volt, így 250 ciklus volt 
vizsgálható. A szimulált sorhosszak egymásra 
illesztésével összehasonlíthatók a szimulált és a 
modellezett eredmények (5. ábra).

A szimulációs eredmények azt mutatják, hogy 
a sztochasztikus modell a sorhossz várható ér-
tékét és szórását jól közelíti. A szimulált sor-
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5. ábra: VISSIM-ben szimulált sorhosszak 
egy jelzőlámpaciklusra vetítve, ahol az 
RJ, RC (modell szerinti) forgalmi állapotok  
a sorhossz várható értékéhez tartoznak, a 
szaggatott vonalak pedig a szórást jelölik
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hosszak a várható érték körül szóródnak, és csaknem mindig a ±3σ (±99.7%) határon belül 
maradnak. A sorhossz felépülése és disszipációja a lökéshullámmodellnek megfelelően alakul. 

5.	K onklúziók, alkalmazhatóság

A cikkben egy sztochasztikus forgalmi modellt ismertettünk, amely kifejezetten alkalmas jelző-
lámpás csomópontokkal vezérelt városi útszakaszok modellezésére. A modell figyelembe veszi a 
járműforgalom bizonytalanságát is a beérkező forgalom eloszlásfüggvényén keresztül. Egy nu-
merikus szimuláció segítségével a modell validálásra került. 

A modell jól alkalmazható olyan esetben is, amikor a forgalom nem telítődött álla-
potú (ellentétben a Store-and-Forward modellel), illetve kiterjeszthető akár egy tel-
jes hálózatra is több útszakasz és több jelzőlámpa figyelembevételével. A modell al-
kalmazásához szükséges bemenetek: a szakaszonkénti fundamentális diagram (vagy 
annak nevezetes pontjai), a jelzőlámpaciklusok ismerete – akár statikus, akár változtatható 
jelzésképű. Ezen felül a bemenő forgalomnagyság ismerete szükséges eloszlásfüggvényben.  
A lökéshullámmodell, mivel jól leírja a sorhosszakat, modern forgalomirányítási rendszerek vagy 
útvonaltervezési algoritmusok bemeneteként alkalmazható a gyakorlatban. Például zöldhullám-
technológiák esetén a bemutatott modellel jól becsülhetők a jövőbeli forgalmi állapotok a csomó-
pontokban. Adaptív jelzőlámpa esetén ez úgy képzelhető el, hogy egy központi irányítórendszer az 
aktuális, mért forgalmi állapotok és a lökéshullámmodell ismeretében előre megbecsüli a várható 
sorhosszokat és eszerint kapcsolja a jelzőlámpákat (például minimális várakozási idő vagy autó-
busz prioritás érdekében). Zöld „cruise control” esetén a várható sorhosszak alapján egy ideális 
sebességtartomány javasolható a járművezetőnek például egy mobilalkalmazáson keresztül (ez 
a közeljövőben természetesen inkább már a gépjármű automata/autonóm üzemmódjaként kép-
zelhető el). A bemutatott sztochasztikus forgalmi modell továbbá felhasználható útvonalkeresési 
eljáráshoz is, hiszen az adott útvonal útszakaszainak sorhosszai és ezáltal utazási idői becsül-
hetők. Ennél az alkalmazási lehetőségnél kiemelendő, hogy a lökéshullámmodell a jelzőlámpák 
programjait és azok hatását is figyelembe veszi, ellentétben a jelenlegi útvonaltervezők algorit-
musaival, amelyek alapvetően mérnöki közelítéssel kezelik a csomóponti jelzőlámpák hatását.
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